SLUCAJNI GRAFI

Vasko - Vasja GORGIEV

1 Lastnosti skoraj vseh grafov

Lastnost grafa je razred grafov, ki so zaprti z izomorfizmom, torej razred vse-
buje z vsakim grafom G $e vse njemu izomorfne grafe. Ce je p = p(n) fiksna
funkcija (lahko konstantna) in je P lastnost grafa, nas zanima obnaSanje ver-
jetnosti P[G' € P] za G € G(n,p), ko n — co. Ce gre verjetnost k 1, re¢emo
da G € P za skoraj vse (skoraj vsak) G € G(n,p); ¢e gre proti 0 re¢emo, da
skoraj noben G € G(n,p) nima lastnosti P.

Za boljso predstavo novega koncepta pokazimo, da je za dolocen p vsak
fiksen graf H induciran podgraf na skoraj vseh grafih.

Trditev 1 Za vsako konstantop € (0,1) in vsak graf H, skoraj vsak G € G(n,p)
vsebuje inducirano kopijo H.

Dokaz. Naj bo H dan in k := |V(H)|. Cen > kinjeU C {0,...,n —
1} fiksna podmnozica na k vozliscih grafa G, potem je G[U] izomorfen H
z dolo¢eno verjetnostjo » > 0. Verjetnost r je odvisna od p, ne pa tudi
od n (premisli zakaj ne?). G vsebuje |7] takih disjunktnih mnozic U; za
i=1,...,|%]. Verjetnost, da noben izmed grafov G[U;] ni izomorfen H je
(1 —7r)l%] ] saj so ti dogodki med sabo neodvisni zaradi disjunktnsti povezav
iz mnozice [U]?. Zato je
PH ¢ GI<(1-nl —o, ko n— oo
<~

induciran

in trditev je dokazana.
O

Za sklepanje o velikem $tevilu naravnih lastnosti, ki jih imajo skoraj vsi grafi,
je priro¢na naslednja lema. Za dana ¢, 7 € N definirajmo lastnost grafa P; ;.
Re¢emo da je graf G € P;; (oz. graf G ima lastnost P, ), ¢e za vsak par
U, W disjunktnih mnozic vozlis¢ z |U| < i in [W| < j, graf vsebuje vozlis¢e
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Lema 2 Za vsako konstantop € (0,1) ini,j € N, skoraj vsak graf G € G(n, p)
ima lastnost P; ;.

Dokaz. Za dolo¢ena U, W in v € G — (U NW) je verjetnost, da je v sosed
vsem vozliséem iz U ter nobenemu iz W

plUlgWl > pigi
in zato je verjetnost, da ne obstaja ustrezen v za taka U in W
(1 — plUlgWhn=IVI=IWE < (1 — pigdyr—i=i

(za m > i+ j), saj so ustrezni dogodki med seboj neodvisni za razli¢ne v.
Ker na vozlis¢ih V(G) ni ve¢ kot n**7 parov takih mnoZic U, W je verjetnost,
da kak tak par nima ustrezenega vozlis¢a v najvec

WL gy,

to pa gre proti 0, ko n — oo, saj je 1 — pi¢g/ < 1. Se ocena zgornje meje
razli¢nih parov mnozic U, W v G:

(n)(n—z) n! (=0 _ =1 ()41 _

i\ ) T =)l (n—i— )l T

<nn—1)---(n—(i+j)+1) <n™

i+j

O

Posledica 3 Za vsak p € (0,1) in k € N je skoraj vsak graf v G(n,p)
k-povezan.

Dokaz. Polemi 2 ima skoraj vsak graf lastnost P, 51, zato je dovolj pokazat,
da je vsak graf G z lastostjo Ps ,_1 k-povezan. Poljuben graf v Py je reda
vsaj k+ 2. Ce grafu G odstranimo manj kot k vozlis¢ mora biti povezan. Ta
vozlis¢a damo v mnozico W, saj jo lahko poljubno izberemo in je mo¢i manj
kot k. Po definiciji P, ;1 imata poljubni dve drugi vozliséi x,y, ki ju damo
lahko v mnozico U, skupno sosednje vozlisée v ¢ W. Zato W ne separira x
in y. Graf G je res povezan.
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V dokazu posledice 3 smo pokazali vec kot je bilo potrebno. Namesto dokaza
o obstoju poti med x in y, ki se izogne mnozici W, smo pokazali, da imata x
in y skupnega soseda v ¢ W. Zato so vse poti, ki so potrebne za vzpostavitev
Zeljene povezanosti, lahko dolzine 2.

Nadalje bomo pokazali, da ima skoraj vsak graf presenetljivo veliko kro-
maticno Stevilo y.

Trditev 4 Za vsak p € (0,1) in vsak € > 0 ima skoraj vsak graf G € G(n,p)
kromaticno stevilo
log(l/q) _n

x(G)> 2+¢  log(n)

Dokaz. Za poljuben n > k > 2, z uporabo leme 11.1.2 (ni napisana) dobimo

Pla > k] < (Z)q(g) < nfq(s) = glosa) k(1)

klOg(n)—‘,—%k(k—l) g( 2log(n) +k—1)

" log(1/q)

= q 108(4) = q
Za log(n)
og(n
ki=(24+¢e)—2~-
Gt ) ioa(1/g)

gre eksponent tega izraza z n proti neskon¢nosti, zato gre izraz proti 0. Torej
nobena mnozica k vozlis¢ ne sme biti enako pobarvana, zato vsako barvanje
vozlisé grafa G za skoraj vsak G € G(n, p) uporablja ve¢ kot

n  log(1/q) n

k 2+¢€¢ log(n)
barv.

O

Trditev 4 je moc¢na v smislu obeh mej, saj ¢e zamenjamo € z —¢, se spodnja
meja za Y spremeni v zgornjo.

Kot zanimivost omenimo skupno lastnost rezultatov v tem poglavju: vred-
nost p ne igra nobene vloge, saj e je veljala dolo¢ena lastnost za skoraj vsak
graf v G(n, 3), je imel to lastnost tudi skoraj vsak graf v G(n, to55)- Kako je
to mogoce?

Taka obcutljivost modela slucajnih grafov na spremembe p niti ni bila
misljena. Konec koncev, izmed vseh grafov z dolo¢eno lastnostjo P so najbolj



zanimivi prav tisti, ki imajo ravno Se to lastnost P. Ti grafi imajo tudi vecjo
verjetnost, da bodo vsebovali druge lastnosti - lastnosti, s katerimi bi lahko
bila lastnost P v sorodu (lep primer je dokaz Erdisovega izreka). Za ve¢ino
primerov (zgornji primer je izjema) se nahaja kriti¢na velikost magnitude p,
okoli katere se lastnot ravno Se bo oz. ne bo pojavila, veliko nizje od vsake
konstante vrednosti p. Najveckrat je funkcija n-ja, ki gre proti 0, ko n — oo.

Poglejmo si, kaj se dogaja, ¢e je p = p(n). V tem primeru se nam razkrije
fascinantna slika. Za verjetnost povezav p, ki imajo red manjsi od n=2,
skoraj gotovo slucajni graf G € G(n, p) nima nobene povezave. Ko p raste, G
pridobiva vedno ve¢ strukturiranosti. Nad mejo okoli p = \/nn~2 ima skoraj
gotovo komponento z ve¢ kot dvemi vozli¢i, te komponente z vecanjem reda
rastejo in okoli p = n~! se pojavijo prvi cikli. Kmalu zatem postane graf
neravninski, hkrati ena konponenta nadvlada ostale, vse dokler ne postane
pri meji okoli p = (logn)n~! graf povezan. Ne veliko za tem, pri p = (1 +
¢)(logn)n~!, ima graf skoraj gotovo Hamiltonov cikel.

Velikokrat se ta razvoj sluc¢ajnih grafov, ko p raste, primerja z evolucijo
organizmov. Za vsak p = p(n) si mislimo lastnosti skoraj vseh grafov v
G(n,p) kot lastnosti tipi¢nega slucajnega grafa G € G(n,p) in preucujmo,
kako se s stopnjo rasti p spreminjajo lastnosti grafa G. Kot pri vrstah,
se tudi evolucija sluc¢ajnih grafov zgodi v relativno nendadnih skokih. Kot
Ze prej omenjene kriti¢ne meje verjetnosti so pragovi, pod katerimi skoraj
noben graf nima in nad katerimi skoraj vsi grafi imajo misljene lastnosti.
Bolj natancno, realna funkcija t = t(n) # 0 za vse n je pragovna funkcija za
grafovsko lastnost P, ¢e za vse p = p(n) in G € G(n, p) velja:

¢ k
11mP[GEP]:{ 0 Cep/t—0kon— oo

n—oo

1 ¢ep/t —ookon— oo

Ce ima P pragovno funkcijo ¢, je o¢itno vsak pozitivni veckratnik c¢ funkcije
t tudi pragovna funkcija za P. Zato so pragovne funckije v zgornjem smislu
enolicno dolo¢ene do multiplikativne konstante. V naslednjem poglavju se
bomo lotili splosne metode za izra¢un pragovnih funkcij.

2 Pragovne funkcije in drugi momenti
Naj bo lastnost grafa mnozica
P ={G|X(G) >0},

4



kjer je X > 0 slu¢ajna spremenljivka na G(n,p). Z mnoZico P lahko na ta
nacin izrazimo nestevne lastnosti. Npr. ¢e X oznacuje stevilo vpetih dreves,
potem P ustreza povezanosti.

Dokaz, da ima P pragovno funkcijo t, je sestavljen iz dveh delov:

1. dokaza, da skoraj noben graf G € G(n,p) nima lastnosti P, ko je p
majhna v primerjavi s ¢

2. dokaza, da skoraj vsak graf G € G(n,p) ima lastnost P ko je p velik v
primerjavi s ¢

Ce je X slucajna spremenljivka z zalogo vrednosti v N U {0}, lahko upora-
bimo Markovo neenakost (P[X > a] < @) za prvi del dokaza in namesto
P[X > 0] najdemo zgornjo mejo za E(X). V primeru, da je matemati¢no up-
anje E(X) majhno, je lahko X (G) pozitivno (in zato vsaj 1) samo za nekaj
grafov G € G(n,p). Poleg vsega je matemati¢no upanje lazje izra¢unati kot
verjetnosti. Matemati¢no upanje vsote slu¢ajnih spremenljivk (npr. vsoto
slucajnih indikatorskih spremenljivk) je kar vsota upanj posamezne sluca-
jne sluc¢ajne spremenljivke, ne da bi pri tem morali skrbeli za neodvisnot
dogodkov.

Drugi del dokaza je bolj zapleten. Za dokaz velike verjetnosti P[X > 0] ne
zadostuje omejiti £(X) samo navzdol, saj je ta lahko omejen, pa je verjetnost
kljub temu majhna. Recimo lahko se zgodi, da je X(G) = 0 na veéini grafov
G € G(n,p), na nekaj ostalih pa je X zelo velik in posledi¢no veliko tudi
matemati¢no upanje E(X). Zato bo za dokaz konvergence P[X > 0] — 1 bolj
pomembno, da X ne niha veliko in prepogosto okoli pricakovane vrednosti.
Pisimo matematicno upanje slucajne spremenljivke X

p= E(X)
in definirajmo varianco oziroma drugi moment sluc¢ajne spremenljivke X
0? = var(X) = B((X — E(X))?) = E(X —p)%), >0

Varianca nam meri odstopanje X-a okoli matemati¢nega upanja E(X).
Ker je E linearen, velja:

o’ = B((X? = 2uX + p®) = B(X?) — i®

Ne smemo pozabiti, da se p in ¢? vedno nanasata na neko slucajno spre-
menljivko v dolo¢enem verjetnostnem prostoru G(n, p), zato sta obe vrednosti
odvisni od n.



Naslednja lema nam pove, da X ne more prepogosto veliko nihati okoli
matemati¢nega upanja.

Lema 5 (Chebysheva neenakost) Za vsa realna stevila A > 0, velja

2

o
PIX —pl 2 X < 55

Dokaz. Uporabimo neenakost Markova za slu¢ajno spremenljivko Y = (X — p)?
n=E(X)

PUX —p 2 A = P(X —prz ] < HAECWT_ o

neenakost  Markova

O

Lema 6 Ce u > 0 za velike n in Z—i — 0, ko n — oo, potem je X(G) >0 za
skoraj vse G € G(n,p).

Dokaz. Ce je X(G) = 0, potem izpolnjuje tudi | X (G) — p| > p. Uporabimo
Se neenakost Chebysheva ter A := p in dobimo

)

PIX = 0] < PIX(G) —p| 2 p) € T = 0. kon = o0

[\V]

Pogledamo zacetek in konec izraza in ker je X(G) > 0, je X(G) > 0 skoraj
gotovo, z drugimi besedami X (G) > 0 za skoraj vse G € G(n, p).

O

Sedaj bomo kot bistven rezultat tega poglavja dokazali izrek, ki nam bo
naenkrat dal pragovne funkcije za Stevilne naravne lastnosti. Naj bo dan graf
H. Oznacimo s Py grafovsko lastnost, da grafi G s to lastnostjo vsebujejo H
kot izomorfen podgraf. Spomnimo e(H) := }5%5;; (nekaksna gostota povezav).
Potem je H uravnoteZen, ¢e e(H') < e(H) za vse podgrafe H' grafa H.

Izrek 7 Ce je H uravnoteZen graf s k vozlisci in | > 1 povezavami, potem je
k
t(n) :==n"71 pragovna funkcija za Py.



Dokaz. 7 X(G) ozna¢imo Stevilo podgrafov G izomorfnih H. Za n € N
oznacCimo s ‘H mnozico vseh grafov izomorfnih grafu H, katerih vozlisca lezijo
v mnozici {0,...,n — 1} vozlis¢ grafov G € G(n,p).

X(G)=X(G,H):=|{U|UCG,U~H}

H="Hn H) = {H|H ~HVH)C{0,... ,n—1}

Za H' € Hin G € G(n,p) pisemo H' C G, ko ho¢emo poudariti, da je H' (in
ne samo njegova izomorfna kopija) podgraf G.
S h oznacimo Stevilo izomorfnih kopij H na fiksni k-mnozici. Neenakost

h < k! velja vedno. Ker imamo (Z) moznih mnozic k vozlis¢ za grafe iz 'H,

velja
n n %
|H| = K h < k: Kl=nn—1)---(n—k+1)<n (1)
k clenov
Za dano p = p(n), postavimo y(n) := ’t%. Potem
_k
p=n (2)

k
]

Dokazujemo, da je t = n~ 7 pragovna funkcija, torej dve stvari

1. Ce == 0 skoraj noben G € G(n,p) ne lezi v Py (tj. P[G € Py]==0)
2. Ce == 00 skoraj vsi G € G(n,p) lezijo v Py (tj. P[G € Pyli==1)

Vemo:
P[GEPH}:P[X>O]:P[X21]§$ (3)

Za dokaz prvega dela pois¢emo zgornjo mejo za E(X). X je Stevilo pod-
grafov GG izomorfnih H, to zapiSemo z indikatorskimi spremenljivkami. Naj

bo SZ .
0 ce H'
XH'(G):{ 1 G H CG

potem

X=)>Y Xy = EX)=)> EXp) (4)

H'~H H'~H

Za vsak fiksen H' € H, ||H|| = [ velja

PlH' C @) = (5)

7



in zato

E(Xp)=0-P[Xp =0/ +1-P[Xy =1] = P[Xy = 1]

= PG = PUGIH CGY =PI C G =4 (©
Sledi
B0 Y P e o) @y S mtynt =4t (@)

Torej ¢e v #== 0, uporabimo (3) in (7)
P[G € Pyl =P[X > 1] < B(X) <~'#==0 (8)

kar pomeni ravno to, da skoraj noben G' € G(n, p) ne lezi v Py in prvi del je
dokazan.

Za drugi del moramo pokazati, da skoraj vsi G € G(n,p) lezijo v Py
(P|G € Pg|a==1) ¢e va== 0o. Opazimo za n > k

()t - ot ('

J/

~—
k ¢lenov

al-=) 2 (- ©

da n* ne presega (Z) ve¢ kot za faktor neodvisen od n. Nas cilj je uporabiti

lemo 6 in navzgor omejiti Z—z = W Podobno kot pri (7) je

E(X*)= )  PHUH"CG] (10)

H' H"eH
Za H', H" € 'H velja
P[H/ U HII g G] — p[{G‘Hl U HI/ g G}] :p2l7||H’UH//”

Ker je H uravnotezen, e(H' N H") < e¢(H) = +. Ce |H' N H"| = i, je
|H' N H"|| <% in potem za 0 < p < 1 velja

PH'UH" CG) < p* % (11)

8



Ocenili smo P[H' U H” C G| za posamezne sumande (10) pri parametru
i = |H' N H"|, zato za celotno vsoto (10) nad H? razdelimo v vsoto po podm-
nozicah
HZ ={(H',H"Y ¢ H*|H'NnH"| =i}, i=0,...,k
ter izra¢unamo vsoto (10) glede na Stevilo skupih tock v preseku (glede na
H? po vseh )
A= Y PHUH'CG]
(H',H")eH?
Ko je i = 0, sta H' in H” disjunktna, zato sta dogodki H' C G in H" C G
neodvisna (¢e sta disjunktna po vozliséih, sta Se toliko bolj po povezavah).
Zato

Ag= > PIH'UH"CG]= >  PH CG|PH"CG]

(H',H")eH? (H',\H")eH?

< Y PH'CGPH'CG)=)Y PHCG] ) PH'CG =4
(H',H")eH? H'eH H"eH

(12)

Ocenimo 8e A; za ¢ > 1. Pri fiksnem H’, poglejmo Stevilo moznih izborov

H" daje |[H NH"| =1i. Med k vozlis¢i grafa H' izberemo i v preseku na (’:)

moznih nac¢inov, ostalih k& — i vozlis¢ izberemo na preostalih n — k vozliscih,

ki niso v H' na (Z:I:) nac¢inov, na izbranih & vozlis¢ih pa imamo A izomorfnih

kopij H", torej skupaj
K\ /n—k
h 13
()0 )
Za vse 1 > 1 in ustrezni konstanti ¢;, ¢o neodvisni od n velja

Ai= Y PH'UH'CGl=> > PHUH CG]

(H’,H”)GH? H'eH H eH
|H'nH" |=i
(11),(13) k\ (n—k il (2) k\ (n—k 6, — %
” By~ % P n hp? 1) k=
< %(z)(k—z) p*'p ML), ) )

= () ()t sl eyt
—1



il

) ko og—i O n | il 1 —i
= pe(k)n"hp y7r < pea(k)( ) Jhp'yTE = pea(k)|[Hp v

N
IV SN—

(7 _a e 21) 1
WD 2 (k) y t < P ea(k)y (14)

Naj bo ¢3 := kcy. 'V preseku H' N H” je lahko najve¢ k vozlisé, zato po
definiciji A; je ¢ < k. Sledi

o B(XY) -yt A+ At an X A

Iz p? T p?
(14 S 20k
< Zmlen = =0

Po lemi (6) je X > 0 skoraj gotovo, kar pomeni, da imajo skoraj vsi G € G(n, p)
podgraf izomorfen H in zato lezijo v Ppy.

O
Posledica 8 Ce je k > 3, je t(n) :=n~! pragovna funkcija za P, .

Kot zanimivost lahko opazimo, da je v posledici 8 pragovna funkcija neod-
visna od dolzine cikla. V evoluciji grafov se vsi cikli konstantne dolzine
pojavijo istocasno.

Podoben fenomen se pojavi pri drevesih. Pragovna funkcija je sicer
odvisna od reda drevesa 7', ne pa tudi od njegove oblike.

Posledica 9 Ce je T drevo reda k > 2, je t(n) := nET pragovna funkcija za
Pr.

Za konec omenimo Se znacilnost za polne grafe:
Posledica 10 Ce je k > 2, je t(n) := ni1 pragovna funkcija za P, .
Dokaz. Ker
1. 1 .
e(K;) = 5(2 -1)< 5(/5 —1)=¢€(Ky)zai<k

je K} uravnotezen. Uporabimo izrek 7 za [ := ||K|| =
—k =2
nT =nk1.

k(k — 1), dobimo

1
2

10
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Dokaz izreka 7 se da prilagoditi za neuravnotezene grafe H. Pragovna
funkcija postane v tem primeru

t(n) = n_f’(lim ,

kjer je €'(H) := max{e(F)|F C H} .

3 Kli¢no stevilo

V tem poglavju fiksirajmo p = %, saj ostale vrednosti p porodijo podobne

rezultate. Ozna¢imo kli¢no stevilo z w(G(n,p)). Za fiksen ¢ > 0 naj velja
<"> 2 (1) e
in aproksimirajmo

k k 2Inn
" eﬂf ’ In2

Tukaj gre ;1 — ¢, zato M — e~ . Za ta k je A = o(E[X]?) in zato A = o(1).
Sledi
lim Plw(G(n,p)) < k] =e"¢

n,k—o0

Naj bo ng(k) minimalen n, za katerega velja

n

k

) raste v n kot n*. Za vsak

Za ta n je leva stran 1 + o(1). Opazimo, da (
A € (—o0, —0), Ce
A+ 0(1)}

k

()2 ® = [+ 252 ety

n = ng(k) [1 +

velja

n zato

Plw(G(n,p)) <kl =e " +0(1).

11



Ko A pretece od —oo do oo, e prete¢e od 1 do 0. Ker je no(k + 1) ~
V2 no(k) se dosegi ne bodo prekrivali za razli¢ne k, povedano bolj natanéno:
naj bo K poljubno velik in definirajmo

I = [no(k) [1 - %],no(k) [1 + %H .

Za k> ko(K), Ii_1 N I;, = @. Predpostavimo n > ng(ke(K)). Ce n lezi med
intervali I, <n < 41, je

Plw(G(n,p)) < k] < e 1 o(1),

skoraj 0, in .
Plw(G(n,p)) <k+1]>e™®  +o(1),

skoraj 1, zato je
Plo(Gn,p)) = K] = e + e +0(1),
skoraj 1. Cen e Iy, 8e vedno velja I,_; <n < I, zato
Plw(G(n,p)) =kalik—1]=e*" +e " +0(1),

skoraj 1. Ker je K lahko poljubno velik, dobimo celebrated 2-point con-
centration theorem na klicnem Stevilu, posledica 5.2 v 4. poglavju, sekcija
5. Opazimo, da je za vecino n-jev koncentracija w(G(n,p)) na singularni
vrednosti.

4 Kromati¢no sStevilo

Fiksirajmo p = % za to poglavje, saj ostale vrednosti p porodijo podobne

rezultate in naj bo G slucajni graf v G(n,3). Poiskali bomo meji za kro-
maticno Stevilo x(G). Definirajmo

Naj bo ko = ko(n) tista vrednost, za katero je
f(ko —1) > 1> f(ko).

12



Potem je n = \/§k(1+0(1)), zato za k ~ kg

f(k]:— 1) _ %2—k (1 + 0<1)) — TL_1+O(1).

Postavimo

tako, da
f(k’) > n3+0(1) )

Za oceno Plw(G) < k] uporabimo posploseno Janson-ovo neenakost(poglavje
8, izrek 1.2), pri ¢emer je p = f(k). Vrednost A je predstavljena v poglavju
4, sekcije 5, kjer je
k-1
A A ,
o= = Zg(z) :
H H i—2

Tam sta bila g(2) ~ :—3 inglk—1) ~ 2’“;2* dominantna ¢lena. V naSem

primeru je g > n?t°) in 27F = n=2+°() " zato ¢(2) dominira in

,LL2 k4
)

A ~

Omejimo verjetnost klicnega Stevila

Plo(G) < K] < exp (W) — exp (= )

ko k = ©O(Inn).
Izrek 11 (Bollobas [1988]) Skoraj vedno

X(G)

n

- 2 logyn

Dokaz. Independance number(neodvisnostno stevilo) grafa G oznacimo z
a(G) = w(G). Komplement grafa G ima enako distribucijo G(n, 1), zato je
skoraj vedno a(G) < (2 + o(1)) logy n. Torej velja

n n
>
a(G) ~ 2logyn

X(G) = (1+0(1)).
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skoraj vedno. Dokaz obratne neenakosti je bil odprt problem cetrt stoletja!

Postavimo m = [%-]. Za poljubno S mnozico m vozlis¢ ima restrikcija G/s

za porazdelitev G(m, 3). Naj bo kot prej k = k(m) = ko(m) — 4. Opazimo

k ~ 2logsm ~ 2log, n .

Potem je
Pla[Gls] < k] < exp ( - m2+0<1>)

14+o0(1

Ker obstaja ( ) < 2n = 2m""" takih mnozic S, je

Pla[G|s] < k za neko m-mnozico S| < 2" exp ( - m2+0(1)> =o(1).

To pomeni, da skoraj vedno vsaka mnozica m-vozlis¢ vsebuje mnozico neod-
visnih k-vozlis¢. Predpostavimo sedaj, da ima G to lastnost. Izberemo
mnozice neodvisnih k-vozlis¢ ter damo vsaki drugacno barvo dokler ne ostane
manj kot m vozlis¢. Tem damo vsakemu drugac¢no barvo. Po tem postopku

X(G) < [n;m“ +m§%+m

n

(1+0(1)) + o<

T2 log, n log, n)

= Shoen (1 o),

se to pojavi za skoraj vse G.
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