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Reprezentacije
Naj bo G graf in M mnoZica. Par preslikav
pv :V(G) = M, pg:E(G)— P(M)

imenujemo reprezentacija grafa ali M-reprezentacija grafa
(G, e velja:
za e = uv je py(v) € pe(e).

Ce nas pg ne zanima: za vsako povezavo e = uv je

pe(uv) == {py(u), pv(v)}

Reprezentacija je zvesta, Ce je preslikava py injektivna.



Primer - kocka v R°.

Graf G:

V(G) ={1,2,3,4,5,6,7,8)}

E(G) = {12, 14,15, 23,
26, 34, 37, 48,
56,58, 67, 78}

p:V(G) = R?
p: E(G) — PR?)
p(uv) = conv(p(u), p(v))

p(8)=(-1,1,1)

-

\

p(5) ::(-1!-17 1)

p(4) =(-1! 17-1)

p(6)=(1,-1,1)

;

p(7)=(-7,-7,-7)

p(2):(11-11'1)

p(7)=(1,1,1)

p(3)=(1,1,-1)



Primer - K; v ravnini.

Graf K5:
V(G)=1{1,2,3,4,5}

E(G) = {12,13,14, 15,
22.24. 25,
34, 35,45}

p(1)

N

p(2)



Primer - vlozZitev grafa




Primer - barvanje grafov

Naj bo G graf, M = {1,2,...,k}.

Reprezentacija
p:V = M,
p:uv = {p(u),p(v)}

je barvanje grafa, ¢e je |{p(u), p(v)}| = 2 za vsako povezavo
wv € B(G).



Vektorske reprezentacije

Ce je M vektorski prostor, lahko reprezentacijo imenujemo
vektorska reprezentacija.

Ponavadi vzamemo kar M = R™ In

pluv) = conv(p(u), p(v)).

Tipi€no: m = 2, 3.



Primerjava reprezentacij - energija

Naj bo M metri¢en prostor in d razdalja.
DolZino povezave e = uv glede na p je

lell, = d(p(u), p(v)).

Energijo reprezentacije p : V(G) — M lahko definiramo kot

Ep)=( D dp(u),p(v))?)/P

w€eFE(G)

Cim niZja energija naj bi dala &m boljo reprezentacijo.

Da ne bodo vsa vozlis¢a padla v isto to¢ko, moramo uvesti kakSno omejitev.



Energija &(p) v R™

V R™: d(z,y) = ||z — yl|.

Ep)= ) llptw) —p@)?= > 7 )”

=y Ne wveE G 1=1

Kaksne reprezentacije danega grafa G v R™ minimizirajo to
energijo?



Baricentri¢ne reprezentacije

Reprezentacija p grafa G je baricentri€éna glede na S C V (G),
Ce je vsak u & S tezise (baricenter) slik svojih sosedov:

p(u) = ——— 3" p(v).

- deg u

v~Yu

lzrek 1. Naj bo G povezan graf, S C VG, S # 0, in o :
S — R™. Potem obstaja enoli¢no dolotena reprezentacija, ki

je razsiritev o na GG in je baricentricna glede na S.

lzrek 2. Naj bo G graf, S C VG ino : S — R™. Med
vsemi reprezentacijami p, za katere je p|s = o, ima najmanjso
energijo tista, ki je baricentri¢na reprezentacija grafa G glede

nas.



Tuttova metoda

Izrek 3. [Tutte | Naj bo G 3-povezan ravninski graf in C
induciran cikel, ki ne separira grafa. Naj bo o preslikava, ki
V(C) preslika v oglis¢a konveksnega |V (C)|—kotnika v R? na
tak nacin, da sta dve vozlis¢i sosednji v C' sosednji tudi v
poligonu. Potem baricentri¢na razsiritev o doloa viloZitev grafa
G v ravnino.

Algoritem za vloZitev 3-povezanega ravn. grafa v ravnino:

e |zberemo induciran cikel C grafa (G, ki ne separira grafa.
e Dolo¢imo koordinate vozlis¢ iz C': o.
e Baricentri¢no razéiritev p dobimo z reSevanjem sistema enacb

Zp L veV(G)\C.

urv

plv deg



Domaca naloga

1. S pomodjo Tuttove metode pokaZi, da Petersenov graf
G(5,2) ni ravninski.

2. S pomoljo Tuttove metode pokazi, da Petersenov graf
G(6,2) je ravninski.



PosploSitve Tutteve metode

e Mnozica fiksnih to¢k S ni nujno cikel

e Povezave grafa uteZimo glede na oddaljenost od S;
naj bo §(v) = minycg d(u,v). Potem je

wij = ®(0(4),0(7))

za neko funkcijo ® : R?> — R™, na primer:

—wij =1+ (6(i) —6(5))?
s — 1
ij = max(3(1),0())P




Vektorske reprezentacije lahko predstavimo z
matriko

Ce gledamo vektorje p(u),u € V(G) kot vrstice, lahko p pred-
stavimo z matriko R dimenzije |V (G)| x m, ki ima slike vozlis¢
za svoje vrstice.

Reprezentacija p je uravnoteZena, e ima teZis¢e (baricenter)

> plu)=0.

ueVG

v 1zhodiséu:

Reprezentacija p je ortonormalna, ¢e velja R'R = I,,,;
o¢itno mora biti n > m.



Primer - K, — 13 v ravnini

p(4)=(-1,1) p(3)=(1,1)
®

@
p(1)=(-1,-1) p(2)=(1,-1)



Laplaceova matrika

Q(G) = D(G) — A(G)

| astnosti:

e Vsota elementov v vsaki vrstici je enaka 0.
e 0 je lastna vrednost z lastnim vektorjem (1,1,...,1)%.

e Q je pozitivno semidefinitna (= nenegativne lastne vrednosti)



Energija in Laplaceova matrika

E(p) =Y llp(u) —p(v)|?
wwe kb
Energijo reprezentacije p z matriko R lahko zapiSemo kot:

E(p) =trR"Q(G)R

Za uteZene grafe z utemi na povezavah w : EG — R™ lahko
energijo definiramo splosneje:



Laplaceva metoda

/Za dani graf G, m < VG:

e Pois¢emo ortonormirane lastne vektorje xo, ..., X, 11 matrike
(), ki pripadajo lastnim vrednostim Ao < A3 < ... < A\

e R = |xo9,...,%ma1], je matrika, ki ustreza uravnoteZeni
ortogonalni reprezentaciji.

Velja: energija takSne reprezentacije je enaka
)\2—|—)\3—|—...—|—)\m_|_1.



Laplaceva metoda-nadaljevanje

Izrek 4. Naj bo G graf z Laplaceovo matriko (). Naj bodo
lastne vrednosti () enake A\ < Ay < ... < A\, In naj bo
Ao > 0. Potem je minimalna energija uravnoteZene ortogonalne
reprezentacije grafa G v R™ enaka

Ao+ A3+ ...+ A

Izrek 5. Naj bo G 3-povezan ravninski graf in naj ima Ay > 0
veCkratnost enako 3. Potem nam Laplaceova metoda da vioZitev
GG na enotsko sfero.



Prepletanje lastnih vrednosti

Naj bo m < n,
A matrika n X n z lastnimi vrednostmi A1, Ao, ... + A\,
B matrika m x m z lastnimi vrednostmi (1, to, ... + L,

Lastne vrednosti A in B se prepletajo,le velja:
)\n—m—l—i S 192 S >\z’7 = 1,m

Izrek 6. Naj bo A realna simetricna matrika n X n, R matrika
n x m, da velja R'R = 1,,, in B = R" AR. Potem se lastne

vrednosti A in B prepletajo.



Laplaceova metoda - dokaz izreka 1

Naj bodo x1, 22, ...,z 1 lastni vektorji )
za lastne vrednosti A\, Ao + ... 4+ A1

1. Energija ortogonalne reprezentacije v R™ ™! je veg¢ja od
)\2—|—)\3—|—...—|—)\m_|_1.

2. Ceje R=|x1,%2,...,Tm+1], je ta energija doseZena.

3. R = |x2,x3,...,Tmy1] Je uravnoteZena reprezentacija z
enako energijo kot R.

4. Ao, A3+ ...+ A1 Je najmanjSa mozna energija za urav-
noteZeno ortogonalno reprezentacijo v R™.



Iterativhe metode

|deje:

Med vozlis¢i imamo privlagne in odbojne sile
Povezave si predstavljamo kot vzmeti

Minimiziramo energijo, ki uposSteva odbojne sile in privla¢ne
sile med sosednjimi vozliS¢i.

Pomagamo si s hevristi¢nimi iterativnimi algoritmi.



Algoritem Kamada-Kawai

Naj bo d(u,v) razdalja v grafu G med vozlis&¢ema u in wv.
Minimiziramo energijo

u) — p(v)|| — d(u,v °
o)=Y (Hp() géu?!?\]) ( ))

u,veV

Na vsakem koraku premaknemo samo eno vozlis¢e - reSimo
sistem dveh ena¢b z dvema neznankama.



Algoritem Fruchtermana in Reingolda

Energija ni podana eksplicitno, ra¢unamo odbojne sile med
vsemi pari vozliS¢€ in privlatne sile med sosednjimi vozlis¢i. Naj
bo d = ||p(u) — p(v)|| razdalja med slikama vozlis¢.

e Privlagne sile: f,(d) = d?/k.

e Odbojne sile: f,.(d) = k?/d.

Konstanta k predstavlja idealno dolZino povezave.



Algoritem Davidsona in Harela
Podoben algoritmu Fruchtermana in Reingolda, a splosnejsi.
e Vel razli¢nih konstant.

e Dodatni ¢leni pri energijski funkciji, ki kaznujejo krizanje
povezav, preveliko blizino vozliS¢ in nesosednjih povezav...

e Uporabi metodo lokalne optimizacije z ohlajanjem.



Eadesov algoritem

PETER EADES je prvi, ki je predlagal iterativno risanje grafov
na osnovi odbojnih in privlaénih sil med vozlisdi.

e Privlatne sile: f,(d) = k; 10g(%)
e Odbojne sile: f,.(d) = k3/d?

Pri tem so k1, kg in k3 primerno izbrane konstante in d razdalja
med slikama vozlisc.



Schleglov diagram

Schleglov diagram poliedra dobimo s stereografsko ali kak3no
drugo centralno projekcijo 1-skeleta k-dimenzionalnegan polie-
dra v eno od njegovih lic.

Splosneje: risba grafa G v v konveksnem obmodju v ravnini, ki
ga dolocajo vozlis¢a iz dane mnozZice S C V(G).

BOR PLESTENJAK uporabi
e f,(d) = kd® za privlatne sile,
e f.(d) =0 za odbojne sile,

e parameter k je odvisen od razdalje v grafu posameznega
vozlis¢a do zunanjega cikla, da se vozlis€a preve¢ ne zgostijo
proti sredini cikla.



Splosen iterativen algoritem z ohlajanjem

Vhodni podatki:

o (5 - graf,

e m - dimenzija reprezentacije,

e £ - funkcija za energijo,

e S - mnoZica vozlis¢ grafa GG, ki jih ne premikamo,
e 0 - koordinate (vektorji) za vozlis¢a iz S.

Parametri:

e d - najve¢ji premik v enem koraku,
e NN - stevilo iteracij,
e 1=T(0)>T(1) > ... >T(N) > 0 - nacin ohlajanja (temperature).

1zhod:

p - reprezentacija grafa G v R™ z majhno, skoraj optimalno energijo £(p).



Koda

1. Za vsako vozlis¢e v € S naj bo p(v) = p'(v) := o (v).
2. Za vsako vozlis¢e v € VG \ S izberi vektor p(v) € R™.

3. Zak=1,2,..., N ponavljaj
(a) Za vsako vozlis¢e v € VG \ S ponovi
i. lzberi vektor §(v) € R™.
ii. lzberi Stevilo A\(v) € R za katero je |A\(v)| < dT'(k).
iii. Naj bo p'(v) := p(v) + AM(v)d(v)
(b) Ce je E(p) < E(p) potem p = pf

4. Vrni p



Implementacija

e algoritem lahko enostavno priredimo razli¢nim funkcijam za
energijo in raznim omejitvam tako da bodo bolj u€inkoviti

e Naklju¢na izbira d(v) € R™ in A(v) € R nam ponavadi
da slabe rezultate, preve¢ natancna izbira pa lahko prevel
upocasni vsak korak algoritma.

e Za S = () dobimo obi¢ajne risbe, kot Kamada-Kawai,
Fruchterman-Reingold, Eades, ali Davidson-Harel. Za ne-
prazne S dobimo razne variacije na Tutte-ovo metodo.

e Algoritem lahko na vsakem (ali vsakih nekaj) korakov pikaze
novo risbo na ekranu.



e /a risbe v R™ je potem treba izbrati primerno projekcijo v
R?.

e Nevarnosti: graf "odplava”iz zaslona; vsa vozlis¢a padejo v
isto totko, ¢e S = () ali nimamo odbojnih sil; graf se Siri v
neskoncnost, ¢e ni povezan...
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