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Algebra
Grupe

A je neprazna mnozica. * je binarna operacija. (4,*) je algebrska struktura.

Ya,bed = a*be A
Ya,b,ceA = (a*b)*c=a*(b*c)
Je:Ya€A: a*e=e*a=a

YacATa'€A: a*a'=a'*a=e

b=

zaprtost — notranjost
asociativnost
enota

obstoj inverza

Ce velja (1), je struktura grupoid. Prvi dve lastnosti dasta polgrupo, prve tri monoid. Algebrsko

strukturo, ki ima vse omenjene Stiri lastnosti, imenujemo grupa.

Zgledi:

(N, -) . Ni grupa (inverza ni vedno v mnozici). Prve tri lastnosti veljajo, je Abelov

monoid (Abelov zaradi komutativnosti).
(Z,-) je monoid.

(Q, -) je monoid (0 nima inverza!).

(Q—0, ) je grupa.

(N, +) . Ce ne vsebuje 0, je to polgrupa.

(Z,+) in (@Q, +) stagrupi.

(Z,,+,) jegrupa.

(
V Z,, imajoinverze le {1,5,7,11}

Alije ({1,5,7,11},-),) grupa?
Napisemo Kellyjevo tabelo:
1 5 7 11
1 1 5 7 11
5 5 1 11 7
7 7 11 1 5
11 11 7 5 1

Operacija je zaprta. Ostalo tudi velja. Je grupa.

Kdajje (Z,—0,-,) grupa? To je grupa, kadar je n prastevilo.

QV2={a+bV2;a,beQ} .Alije (QV2,-) grupa?

Z,,-,) nivedno grupa. Elementi, ki niso tuji modulu, nimajo inverza.
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a,b,x,y€Q . (a+bV2)(x+yV2)=ax+ay\N2+bxV2+2by=ax+2by+V2(ay+bx)
Zaprtost velja.

Operacija je navadno mnoZzenje, je asociativno.
e=1=1+0+2 . Enota obstaja, je monoid.
1 _a-n V2 __a 2 b
a+b\2 a’=2b’ a’=20° =20

Inverz: . Inverz je prave oblike. Imenovalec ne more

.. a . . v, - . . .
biti 0, ker potem —=+V2 . To ni racionalno $tevilo. Vendar v primeru a=b=0 nimamo inverza.

b
Struktura ni grupa, je le monoid.

Trditev: Ce algebrska struktura premore enoto, je enota ena sama.

Dokaz: Recimo, da imamo dve enoti, e’ in e'' . e'*e''=? . Ce je prvo enota, dobimo drugo
in obratno. Hkrati dobimo obe enoti. e'=e’’ . Enota je ena sama.

Trditev: Ce a ima inverz, je inverz en sam.

Dokaz: Imamo inverza a' ina'' . a-a'=a’-a=e, a-a''=a'"-a=e .

Velja a'=a’-e=a’-(aa'')=(aa"')a'=(a"-a)a''=e-a’’'=a’’ . V dokazu smo uporabili

asociativnost!

Trditev: V grupi (A4, -) velja pravilo krajSanja: ax=bx = a=b .

Dokaz:

ax=bx /x”'

-1 -1

axx =bxx

ae=be

a=b
(Opomba: uporabili smo nekoliko drugacno notacijo: *=(, 1 jeenota, a”' jeinverz . Obstaja
Se zapis *=+, 0 jeenota, —a jeinverz .)

Definiciji:
Grupa (G, ) je abelova (oziroma komutativna) grupa, ¢ YV a,beG: ab=ba .
+ Grupa (G, ) jecikli¢na, Ce obstaja generator, tj. Ja ,takoda G=le,a,a>...,d")
n a=e .
Primer: (Z,, +,,) .Je abelova (ker je seStevanje komutativno). 1’=1+1=2 in tako
dalje. Torej je cikli¢na grupa. 1 je generator. (Ker je operacija +, velja ¢"=na .

. Za (Z,,+,) veljaenako.

Primer: Pois¢i vse generatorje v (Z;, +,) . 0 ni. 1 je. 2 ni. Itd. 5 je generator, ker je
5°=5.5=1 inza | vemo, da je generator. 7 in 11 sta generatorja iz istega razloga.
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Definicija: Najbosta (H,-) in (G, -) grupiter HSG ,potem je H podgrupa G.

Primer: Pois¢imo vse podgrupe v (Z,, +,) . Z,=0,1,2,3,4,5}
Podgrupe: ({0}, +¢) , (Z, +4) (ti dve vedno dobimo). Naprej lahko izbiramo: &e je 1 v H,
potem so tudi vse njene potence, to pa so vsi elementi; to podgrupo smo ze zapisali. Sicer sklepamo
podobno $e za ostale elemente. Dobimo ¢ H =1{0,2,4}, H={0,3}

Primer: Pois¢imo podgrupe (Z,, +,,) z natanko 5 elementi. Ni jih.

Velja: H jepodgrupav G = |H||G|] (mo¢ H-ja deli mo¢ G-ja).

Trditev: Cesta H, in H, podrupiv G,je H ,NH, jepodgrupav G.

Dokaz: H ,NH,#8 ; vsebuje vsaj enoto (torej ima enoto!). x,y€H ,NH, = xyeEH NH,
velja zato, ker je x'y€H  in x-y€H, (sicer H, in H, ne bi bili (pod)grupi). Asociativnost za
operacijo Ze velja, ker velja v G. Imamo tudi inverz, saj aeHI:a_leH1 m a€H,= a_IEH2

Definicija: (G, +) , (H,*) stagrupi. f:G—H je homomorfizem, ¢e velja
Ya,beG: f(a+b)=f(a)*f(b) .Bijektivni homomorfizem je izomorfizem. Ce pri tem
velja G = H, je to avtomorfizem.
Karteziéni produkt
(G,*), (H,-) sta grupi.
(GXH,Q)
Definicija kvadratka: (g, h,)0(g,h,)=(g,* gy, hyhy)
Rezultat je grupa.
(g1, h,)3[(g, h,) (g h )]—(g1 (gz )h (hyhsy))=((g,* g2)* g5, (hy hy) by )=
(gl g hy h) [ ]D Jhy)

Enotaje (eg,e;) .Inverz: (g, h) '=(g” h_l)

Ali je grupa (Z, +,)X(Z,, +,) izomorfna grupi (Z, +) ? (Odgovor je ne.) Is¢emo lastnosti,
ki so razli¢ne, recimo komutativnost (je/ni abelova), cikli¢nost, ... Druga grupa je cikli¢na.

Podobno Z,XZ, niizomorfno Z, ,jepa Z,XZ, izomorfno Z

Ko i8¢emo homomorfno preslikavo, enoto preslikamo v enoto in generator v generator. Tako pri
slednjem primeru velja f(1)=(1,1), f(2)=(0,2), f(3)=/f(14+2)=(1,0), ... . (Cikli¢ni grupi
istega reda sta vedno izomorfni.)
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Trditev (kriterij za podgrupe): H je podgrupantk. Y a,beH: a'beH N H#Q .
Dokaz:
(=) a,b€EH = a'€H = a 'beH
eeH = H#0
(=)
Vzamemo b—a (b:=a) .Dobimo ¢ '-a=ecH .Vzamemo b—e (b:=e) . Dobimo
a’'eH .Vzamemo g:=4' .Dobimo (¢”')'b=abeH .

Uporabljena dejstva: ¢, beH = abeEH: a€H = a '€H; ecH .

Trditev (poenostavitev kriterija za kon¢ne grupe): G je koncna grupa:
H<Ge H trdna podmnozica*

Dokaz: acH.Ah,d: d"=d""" zaradi konc¢nosti (4, d najmanjsa taka) .
h h+d —h —h —1\h
a'=a la™ (a"=(a")")
e=a’ = e€eH d=red(a)
an‘ad—n=e
=a~' -inverz)

Velja: f:G—G, a€G

x—ax (f(x)=ax) je bijekcija (inj.. f(x)=f(y) .. ax=ay .. x=y , surj.:
ax=y .. x=a'y ). Zato Ya€G,VHCG: |H|=laH|=|Ha| . aH je desni odsek in
Ha jeleviodsek (za podgrupo): aH={ah:heH|, Ha={ha:heH |

Trditev: aHﬂbH#H_»ﬁ aH=bH

= M \
] -

4
s

f “~ .»‘& --"f;-‘ "

a,b: aH=bH ali aHNbH=8

Dokaz: Na] bo ceaHNbH . c=a-h1, hIEH,' C:b'h2, hzeH . ahlzbhz; a:bhzhl_l
(kjer h,h;'€H ). a=bhy . aH=bhyH, (hy H=H, heH:hH=H) aH=bH .

Definicija: Naj bo H<G . Ce je tevilo levih odsekov po podgrupi H konéno, ga imenujemo




dstr2-3 Matija Polajnar 22.05.2006

indeks podgrupe H v grupi G in ozna¢imo [G H ] :

Lagrangeov izrek: Naj bo G kon¢na grupa in H <G . Potem je mo¢ grupe G deljiva z mocjo
podgrupe H in velja formula: |G|=[G:H||H]| .

Naj bo a element konéne grupe G. [---’a_z,a_1,€=ao,al,a2,...}:HZ{e,a,az,...,ak'l . Hje
podgrups, torej HIIG] . ai-a~/—a" €

Trditev: Naj bo G konéna grupain a€G . Potem r(a)|G| .
Trditev: Ce je mo¢ grupe prastevilo, potem je grupa cikli¢na.

Dokaz:

Najbo a€G innajbo r(a)=11 . {e,a,az,_,_,ag,alo =G .
Najbo a€G innajbo r(a)=p . {e,a,az,__,,a”‘z,ap“ =G .
Red enote je 1. Red vseh ostalih je p.

Trditev: G,,G, ciklitni grupi. |G||=|G,| = G,=G, .

Dokaz: Najbo |G||=|G|=n . G,=<a>, G,=<b> .

Potem: G1=[el,a,a2,...,an_'] axa=a’ , G2=[e2,b,b2,...,b”_l] bx,a=b" .
Definirajmo: g:G,—G,: f(a")=b" .TImamo bijekcijo. Homomorfizem:
f(ak*lam)=f(ak)*2f(am)=bk+m, f(ak*lam):f(ak+m):bk+m )

Ce izberemo katerokoli grupo mogi n, ki je cikli¢na, je enaka grupi (Z”, +n) .

Izrek (opis konénih Abelovih grup): Naj bo G konéna Abelova grupa, n=|G| . Potem obstaja tak

zapis Stevila n v obliki n=p{-py-...p; , kjer so p pradtevila in p,<p,<..<p, , «>0 .

Tak()je GEZPT’ X Zpgz X ... X Zp% .

Primer: n=70=2-5-7: Z,XZ.XZ, .
Pomni: Z,XZ,=Z: # Z, !

Trditev: Z XZ =7, 6 <gcd(m,n)=1

Dokaz: (=) Recimo, da je ged(m,n)=d . e=led(m,n)=dmn, . m=md,n=n,d .
m,Lln,

(Zapiske poslje profesor.)




	Algebra

