Grucavost

Uros Kovac
Katarina Zadraznik
Maja Alif

4. junij 2012




Motivacija




Grucavost

Definicija
Grucevje C = {(}, (y, ..., Cy} je particija mnozice vozlis¢ V
na neprazne podmnozice Cj, ki jim pravimo gruce.

Oznake:
m E(C;, C5) ... mnorzica tistih povezav, ki imajo zacetno
vozlisée v gruci C; in konéno vozliscée v gruci Cj;
m E(C;) ...okrajsava za E(C;, C;);
= E(C):=U, E(C)) ... mnozica povezav znotraj
posameznih gruc;

m F(C):= FE\ E(C) ... mnozica povezav med gru¢ami.
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Merjenje kakovosti grucevij

Kakovost grucevja danega grafa G izmerimo s pomocjo
strukturnega indeksa.
A(G) naj bo mnozica vseh moznih grucevij grafa.
Strukturni indeks je sestavljen iz dveh neodvisnih funkcij:
m f: A(G) — R meri gostoto povezav znotraj posameznih
gruc;

mg: AG) — Rar ¢ meri razprsenost povezav med grucami.
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Model grafa

G(V,E,w) ...enostaven, usmerjen, utezen graf brez zank, kjer
jew: E— Rar preslikava, ki vsaki povezavi priredi njeno utez.
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Primeri strukturnih indeksov

Primeri strukturnih indeksov:
m pokritost;
m prevodnost;

m zmogljivost.
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Pokritost

Definicija
Pokritost v(C) je funkcija, ki meri skupno tezo povezav
znotraj gruc¢ glede na tezo vseh povezav.
Velja:
= f(C) = w(E(C));
mg=0.

Pokritost izrac¢unamo kot:

_w(B(C) _ Xeeneyw(e)
w(E) Yeepw(e)
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Zgled

Gl G2

Slika: Odebeljene povezave imajo utez enako 100. Ostale povezave
imajo utez 1. Intuitivno grucevje ima pokritost v = 159/209 =~ 0.76.
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G1 G2

Slika: Odebeljene povezave imajo utez enako 100. Ostale povezave
imajo utez 1. Optimalna vrednost, ki jo doseze pokritost pa je enaka
413/418 ~ 0.99.
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Trditev

Grucevje C ima pokritost v = 1 natanko tedaj, ko je mnoZica
povezav med grucamsi prazna ali pa imajo vse povezave v tej
mmnoZici uteZi enake 0.




Pokritost in najmanjsi prerez
Definicija
V teoriji grafov je najmanjsi prerez grafa tisti prerez, pri
katerem imamo najmanjse Stevilo prereznih povezav, Ce je graf

neutezen. V primeru utezenega grafa pa je to prerez, pri
katerem je vsota utezi na prereznih povezavah najmanjsa.

.
.
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Trditev

Naj bo G(V, E,w) povezan graf, v katerem ima vsak mozni
prerez pozitivno vsoto uteZi na prereznih povezavah. Netrivialna
grucevja z optimalno pokritostjo so tista z dvema grucama, ki ju
inducira najmanjsi prerez.




Prevodnost
Definicija
Naj bo C = (Ch, C3) prerez (Cy = V' \ (). Potem sta teza
prevodnosti a(C;) in prevodnost ¢(C) definirani kot:

a(C;) = Z w(u,v)

(u,W)EE(C:, V)

1, ce Cy €40, V};
QO(C) = 07 o ce 01 ¢ {(2)7 V} 7w(E(C)) = 0;
w(B(C)) sicer.

min(a(C1),a(C2))’
Prevodnost grafa G pa je definirana kot:

P(G) = min_ ¢(C).

C prerez




Lema

Naj bo G = (V, E,w) neusmerjen graf s pozitivnimsi utezmi na
povezavah. Tedaj ima G najvecjo prevodnost, tj. o(G) =1,
natanko tedaj, ko je povezan in ima najvec 3 vozlisca ali pa je
zvezda.




m Vsi nepovezani grafi imajo prevodnost enako 0, saj zanje
obstaja netrivialen prerez, ki ima na prereznih povezavah
(teh ni) vsoto utezi 0. Torej ustrezajo drugi tocki pri
definiciji prevodnosti in res drzi ¢ = 0.

m Za netrivialen prerez C = (Cy, V' \ C}) neusmerjenega grafa
lahko tezo prevodnosti a(C;) zapiSsemo drugace:

a(C)= Y wle)=w(B(C))+w(EC).
e€E(C;, V)
Tedaj se tretja tocka pri definiciji prevodnosti prepise v

w(E(C)

min (a(C1),a(C))  w(B(C)) +min (w(B(C1),w(B(V\ €1)))




Kako prepricati racunalnik, da nam naredi grucevje?

NapiSemo mu algoritem.

Osnovne tehnike, ki jih uporabljamo pri reSevanju problema
grucavosti, lahko razdelimo v tri razrede:

m pozresne metode;

m premicne metode;

m splosni optimizacijski (aproksimacijski) pristopi, ki nam
dajo priblizno resitev.

Skupna ideja: Problem delimo toliko casa, da dobimo obliko, v
kateri problem znamo resiti, nato pa ga razsirimo nazaj do
prvotnega problema.

Katarina Zadraznik, Maja Alif




Korak delitve problema obicajno sestoji iz dveh delov:

m [dentifikacija podstruktur grafa.

m Modifikacija trenutnega grafa G. Obicajne transformacije,
ki jih izvedemo, so:
= dodajanje povezav;
m odstranjevanje povezav;
= zamenjava korena v podgrafu, tj. predstavitev podgrafa z
novim korenom.
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Pozresna metoda
Oznake:
m L ...trenutna resitev;
m ¢(L) ...cena trenutne resitve L;

m Ny(L) ...mnozica vseh moznih resitev, ki jih lahko
dosezemo z izboljsavo resitve L.

Algoritem (Pozresna metoda)

1: Naj bo Ly dopustna resitev.

1+ 0

while {L | L € Ny(L;), ¢(L) < ¢(L;)} # 0 do
Liy1 + argmingep (1,yc(L)
1 1+1

end while

return L;
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Proces zdruzevanja

Naj bodo dani:
m graf G = (V, E,w) in zaCetna grucavost Ci;

= globalna funkcija cene cglobaina @ A(G) — R(J{
ali

= lokalna funkcija cene ciokama : P(V) x P(V) — R{.
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Dve gruci v trenutnem grucevju C; := {C}, ..., Cy}, kadar je to
mozno, zdruzimo na naslednji nacin:

m Globalna verzija: Naj bo P mnozica vseh moznih
rezultatov, ki jih dobimo, ¢e zdruzimo dve gruci iz
trenutnega grucevija C;, tj.

P = {{017 SRR Ck}\{c,u? Ol/} U {O,u U CI/} ’ W # V} .
Novo grucevje C;y1 je doloceno z:

Ci41 := argminec p Cglobalna (C)-




m Lokalna verzija: Naj bosta p in v taka razliéna indeksa,
da velja: ciokalna ima en globalni minimum (C,,, C,). Potem
je novo grucevje C;y1 definirano z zdruzitvijo C, in C,, tj.

Covt=1{C1,..., CiI\{C, CL}U{CL UG}




Zgled

Slika: 1. korak
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Zgled

G2 G3

G6 G4,G5

Slika: 2. korak
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Zgled

G2 G3

G4,G5,G6

Slika: 3. korak
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Zgled

@
G4,G5,G6

Slika: 4. korak
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Zgled

G2,G3,G4,G5,G6

Slika: 5. korak

Katarina Zadraznik, Maja Alif




Zgled

G1,G2,G3,G4,G5,G6

Slika: 6. korak
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Proces delitve

Naj bodo dani:
m graf G = (V, E,w) in zaetno grucevje Cy;
m globalna ali semi-globalna ali lokalna ali semi-lokalna
funkcija cene.
Definirajmo funkcije cene:
m globalna: funkcija cene cglobalna @ A(G) — R0+§
m semi-globalna: funkcija cene cglobalna @ A(G) — Rar in
pripadajoca funkcija prereza ciokaina : P(V) — P(V);
m lokalna: funkeija cene ciopama : P(V) x P(V) = RE. ;

m semi-lokalna: funkcija cene ciogamna : P(V) x P(V) — R{ in
pripadajoca funkcija prereza cioxama : P(V) — P(V).

Uros Kova¢, Katarina Zadraznik, Maja Alif




Ideja:
Pri procesu delitve eno gruco C; v trenutnem grucevju
C :={C,..., Cy} razdelimo na dva dela. Proces se ustavi, ko se

ne da nobene gruce ve¢ razdeliti.




Ideja:
Pri procesu delitve eno gruco C; v trenutnem grucevju
C:={C,..., Cy} razdelimo na dva dela. Proces se ustavi, ko se

ne da nobene gruce ve¢ razdeliti.

G2




Vprasanji:
Kako izbrati gruco, ki jo bomo razdelili?

Kako izbrano gruco razdeliti?

Globalna verzija: Naj bo P mnozica vseh grucevij, ki jih
dobimo iz grucevja C;, ¢e razdelimo eno gruco C; v dve novi
gruci, glede na cglobalna; tj-

P= {{cl,...,ck}\{qb} U{C, C\C} |0+ ClL g CM}.

Novo grucevje C;y1 definiramo kot:

Cit1 = argming¢ p Calobalna (C).
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Semi-globalna verzija: Naj bo P mnozica vseh moznih
grucevij, ki jih dobimo iz grucevija C;, glede na Sigkaina; tj-

P:={{C,..., Ce}\{Cu} U {Siokaina(CL), Cu\Siokama(Cp)}} -

Novo grucevje C;4+1 je doloceno kot:

Cit1 := argming¢ p Cglobalna (C)-
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Lokalna verzija: Naj bo u tak indeks in (), taka prava
podmozica gruce €, da ima cena funkcije cjokaina globalni
minimum v paru (C,, C,\C,). Potem je novo grucevje Ci1q
definirano z razdelitvijo gruce C, glede na Siokalna, tj-

Civ1 = {C1, ... G\ Cu} U{Ch, GG Y.
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Semi-lokalna verzija: Naj bo p indeks, pri katerem ima
Clokalna globalni minimum v paru (Siokaina(Cp), Cp\Siokaina(Cp))-
Potem je novo grucevje Cjy1 definirano z razdelitvijo gruce C,,

glede na Slokalnaa tj.

Civ1:={C1,..., Ck}\{cu} U {Slokalna(cu)v CM\Slokalna(CM)}-

v
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Premicéna metoda

Ideja: Izberemo zacetno grucevje in ga iterativno spreminjamo
dokler ne najdemo lokalnega optimuma.

Ponavadi imamo za to na voljo tri operacije:
m vozliS¢e premaknemo iz ene gruce v drugo ze obstojeco
gruco;
m vozlis¢e premaknemo iz ene gruce v novo gruco, ki smo jo
predhodno na novo ustvarili;

m dve vozliSc¢i zamenjata gruci.

Dovoljujemo tudi bolj kompleksne operacije: npr. odstranitev
obstojeCe gruce in reorganizacija vozlisc.




Ng(L) ...mnozica vseh grucevij, ki jih dobimo, ¢e na L
izvedemo modifikacije

Algoritem (Premic¢na metoda)

1: Naj bo Ly zacCetna resitev.

1+ 0

while Ns(L;) # () do
Izberemo L;i1 € Ns(L;).
i+ i+1

end while

return L;
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Definicija

Naj bodo dani graf G = (V, F,w), zacetno grucevje Cy in
potencialna funkcija ¢ : A(G) x A(G) — R. Premiéni proces
je izvedba neke operacije na trenutnem grucevju C;, ki nam da
novo grucevje C;11, tako da velja ¢(C;,C;y1) > 0.

Opomba

Potencialno funkcijo ¢ premicéni proces uporablja kot kriterij za
selekcijo.
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Zgled

G5,06
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Zgled

G5,06
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Zgled

G4,G5,86
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Splosni optimizacijski pristopi

m parametri¢no ocenjevanje;
m evolucijski pristop;
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Razsiritve grucavosti

Prehodna grucavost

m Prerezno vozlisée pripada obema grucama.
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Razsiritve grucavosti

Problem: ¢e majhna podmnozica vozlis¢ pripada mnogim
grucam.

m Stevilo grué¢ je omejeno s konstanto k.
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Razsiritve grucavosti

m Stevilo k je primerljivo s stopnjo vozliséa.
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Razsiritve grucavosti

Grucavost s predstavnikom
Uporabne za pohitritev in aproksimativno rac¢unanje.
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Razsiritve grucavosti
Gnezdena grucavost
Definicija
Gnezdena grucavost je gnezdeno zaporedje podmnozic
vozlis¢, tj. preslikava n: N — P(V) tako da:

mnozice so gnezdene, tj.
Vie N.n(i+1) Cn(i);
zaporedje je konc¢no, tj.

Jk e N.VL > k.n) =0.
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Razsiritve grucavosti

m Najmanjsi mozni k je velikost zaporedja.
m Mnozica n(k) je vrhnji element.

= Gostota podmnozic (i) je naras¢ajoca funkcija
argumenta, .

m Dva ekstremna tipa: hierarhije in vrhovi.
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Razsiritve grucavosti

Hierarhija
Vsaka mnozica 7(7) inducira povezan graf.
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Razsiritve grucavosti

Vrhovi
Komplementaren pojem hierarhiji: vsaj ena podmnozica 1(7)
inducira nepovezan graf.




Aksiomatika

Naj bo K, = (V, E) poln graf na n vozli§¢ih in w: E — R
funkcija razdalj na povezavah. Mnozico vseh moznih funkcij
razdalj oznac¢imo z D.

Definicija

Funkcija gruciranja f je preslikava f : D — A(K,), ki
zadosca naslednjim aksiomom:

Invariantnost na merilo: Yo € Rt ,w € D. f(w) = f(a - w), kjer
jo (a-w) - () = a - (w(u, v);

Bogatost: f(D) = A(K,);

Konsistentnost: za vse w,w’ € D velja

< w(u,v)

(Vu,ve V.w'(u,v){ gw(u,v) Y)Y > = f(w) = f(W").

sicer

V.
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Aksiomatika

Izrek

Za vse n > 2 ne obstaja funkcija gruciranja.

Lema

Obstaja veliko funkcij, ki zado$cajo samo dvema od treh
aksiomov iz definicije.




Definicija

Naj bo dana mnozica elementov X. Funkcija gruciranja
grafa f je preslikava f: Q(X) — A(X), ki zado$¢a naslednjim
aksiomom.

Invariantnost na merilo: Yo € RY,w € Q(X) . f(w) = f(a - w),
kjer je (a-w) - (u,v) == a- (w(u,v));

Bogatost: f(Q(X)) = A(X)

Konsistentnost: za vse w,w’ € Q(X), pri ¢emer je

E(w) C E(W'), velja

<Vu,v€ V. (u, v){ S w(u,v) 8~y v ) = f(w) = f(W),

> w(u,v) sicer

kjer je w(u,v) = oo za (u,v) € E(W)\E(w).
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