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m Zakaj potrebujemo mere za omrezja?

m Kaksne naj bodo bistvene lastnosti omreznih mer?

m Opisujejo naj bistvene znacilnosti omreZja.
m Razlikujejo naj med razliénimi razredi omreZzij.
m Uporabna naj bodo v algoritmih in aplikacijah.



OmreZne mere

Porazdelitev stopenj vozlis¢

m To je najpogostejSa in raunsko nezahtevna mera.

® V nakljuénem grafu G, , je stopnja vozlis¢a porazdeljena:
m Binomsko - za majhno 3tevilo vozligt: (", ') pk(1 — p)("=1=H)

k
m Poissonovo - za veliko tevilo vozlis¢: %Le_””

m V realnosti so vozli§¢a pogosto porazdeljena po potenénem
zakonu, tj. ck? zay>0inc>0.



OmreZne mere

Primeri grafov in omreZij, kjer je stopnja vozlis¢a porazdeljena po
potenénem zakonu:

m Graf sodelovanja med igralci (hollywood graf),y ~ 2.3

Slika : Graf sodelovanj med igralci z 10000 vozIi&i.



m Graf sodelovanj med matematiki: Ima priblizno 401 000
vozlis¢. Ta graf ima v ~ 2.4.

Slika :

Graf sodelovanj med matematiki.

=)




OmreZne mere

m Grafi socialnih omreZij kot so Facebook, MySpace, Twitter,
Yahoo! Instant messaging, MSN etc., imajo praviloma
2<y <3

Slika : Graf Yahoo! Instant messaging grafa. To je primer grafa socialnega
omreZja, ki ima 29000 vozlis¢ in 39000 povezav.



OmreZne mere

Razdalja

m Ralunsko bolj kompleksna mera
m Razdalja med dvema vozlis¢ema grafa:
d(u, v) = min{P|Pje najkrajda pot med u in v}
m Ce razdalje zloZimo v matriko dobimo matriko velikosti

V x V, indeksirano z vozlis¢i grafa, tj.

D = (d(u,v))uvev Matrika razdalje.

m Povpretna oz. karakteristitna razdalja
m To je aritmetri¢na sredina vseh razdalj v grafu:
J_ 1
d = i1 Ligvev d(u; V).
m Ce poznamo matriko razdalje D, potem lahko izra¢unamo
povpre¢no razdaljo v O(n?) &asu.



OmreZne mere

Razdalja (nadaljevanje)

m Ekscentri¢nost: e(u) := max{d(u, v)|v € V}

Radij: rad(G) = min{e(u)|u € V}.

Diameter: diam(G) = max{d(u, v)|u,v € V}.

m Okolice:
m h-okolica: Neigh,(v) := {u € V|d(u,v) < h}.
m Velikost h-okolice onatimo z: N(v, h) = | Neigh,(v)|.

Hop plot:

P(h) = {(u,v) € V¥|d(u,v < h)} = 32 ey N(v, h).
Povpre¢no velikost h-okolice:

Neigh(h) = £ 3,cy N(v, h) = 22,



OmreZne mere

Algoritmi za iskanje najkraj$e poti

m Iskanje najkrajSe poti med dvema vozlis¢ema v omrezju s
poljubnimi uteZmi w : E — R na povezavah je NP-tezak
problem. Ce se omejimo na omreZja brez negativnih ciklov,
lahko problem reSimo v polinomskem ¢&asu.

m SSSP problem (angl. Single source shortest path)
m Ce resimo SSSP problem, lahko izratunamo matriko razdalje
za vsak izvor posebej - za vsako vozlis€e.
m Glede na vrsto utezne funkcije poznamo razli¢ne algoritme:



OmreZne mere

Algoritmi za iskanje najkrajse poti (nadaljevanje)

m Ce imamo neuteZeno omreje, potem resimo SSSP preko
iskanja v Sirino (angl. Breadth-first-search) v O(n+m) €asu.

m Ce imamo omreZje, ki ima samo nenegativne ute?i, potem
red§imo SSSP preko Dijkstra algoritma v O(m+nlogn) €asu.

m Ce imamo omre¥je brez negativnih ciklov pa uporabimo
Bellman-Ford algoritem v O(mn) &asu.



OmreZne mere

Algoritmi za iskanje najkrajse poti (nadaljevanje)

m APSP problem (angl. All pairs shortest paths):
m Preko Floyd-Warshall algoritma, v €asu O(n3.)

m Preko SSSP algoritmov, za vsako vozlis¢e posebe;:

m NeuteZzen graf: O(nm)
m Nenegativne ute?i na grafu: O(nm + n?logn)

m Graf brez negativnih ciklov: O(n’m)



OmreZne mere

O $tevilu najkrajsih poti

m Stevilo razli¢nih najkrajgih poti med vozliséema u in v
m c(u,v) :=|{P; P je najkrajsa pot od u do v}|
m Floyd - Warshall algoritem



OmreZne mere

Algorithm 1 gtetje razli¢nih najkrajsih pot

Require: Z uteZmi w uteZen graf G = (V, E), kateri je brez ciklov
negativne in nicelne dolZine.
Ensure: Razdalja d(u,v) in Stevilo razli¢nih najkrajgih poti med
vsakim parom vozlis¢ u, v.
for allv e Vdo
for all uc V do

0 teu=v
d(u,v) =14 w(u,v) ceuvekE
0 sicer

ou v)={ 1 ceuveE
’ 0 sicer
end for
end for
for all v’ € V do
for allu € V do
for all v eV do

if d(u,v') + d(v'v) = d(u,v) then
c(u, v) = c(u, ) + c(uv')c(v',v) (Najdemo pot enake
dolzine.)

else

if d(u,v')+d(v/,v) < d(u,v) then
d(u,v) = d(u,v') + d(v',v)
c(u,v) = ¢(u,v')e(v',v) (Najdemo krajgo pot.)
end if
end if
end for
end for
end for




OmreZne mere

O $tevilu najkrajsih poti

m Stevilo razli¢nih najkrajsih poti med vozliséema u in v
m c(u,v) :=|{P; P je najkrajsa pot od u do v}|

m Floyd - Warshall algoritem

m Stevilo razli¢nih najkrajsih poti s povezavo e
m c(e) := |{P; P je najkrajsa pot, ki vsebuje povezavo e}|
m e ima vozlis¢i u, v

c(e) = Z c(u', u)e(v, V)

d(u',v")=d(u,u)+1+d(v,v’)



OmreZne mere

Koeficient popacenja

m Graf G(V,E), vpeto drevo T
m Popalenje (distortion):

D(T) :% S dr(uv)

(u,v)EE

Koeficient popaenja nam pove, kolik§na je povpre¢na
najkraj$a pot med dvema sosednjima vozlis¢ema grafa G v
drevesu T.

m Globalno popadenje:

D(G) = min{D(T); T je vpeto drevo grafa G}



OmreZne mere

Koeficient grucavosti in tranzitivnost

m Cikel dolzine tri A = (Va, Ep)
m \(G) ... &tevilo ciklov dolZine tri v grafu G
B A(v)=|{A;v € Va}
= MG) =32 ev AY)

m Triada
m Triada v vozlis¢u

= Stevilo triad v vozligtu v: 7(v) = (d(z")) = M

m Stevilo triad v grafu G: 7(G) =3, ., 7(v)



OmreZne mere

m Koeficient gruavosti
m Koeficient grutavosti za vozlis¢e v (7(v) # 0)

m V' ={veV;d(v)>1}

m Koeficient gru€avosti za cel graf

C(6) =y X elv)

vev’

m Tranzitivnost

3A(G)
7(G)
0< T(G) <1

T(G) =



OmreZne mere

m Odnos med tranzitivnostjo in koeficientom gruavosti

2 vev T(v)e(v)
ZVEV’ T(V)

7(6) =

m Pri tranzitivnosti so vsi cikli dolZine tri medsebojno
enakovredni, pri koeficientu gruéavosti pa so enakovredna
vozlis¢a.



OmreZne mere

m Izratun
m Node-iterator
m (Hitro) matri¢no mnoZenje
m AYZ Algoritem
m Alon, Yuster, Zwick (1997)

m Algoritem poteka tako, da najprej lo¢i vozlis¢a na dva tipa.
Taka z nizko stopnjo in taka z vi§jo stopnjo. Na vozlis¢ih z
niZjo stopnjo is¢e trikotnike z " node-iteratorjem”, na podgrafu
induciranem z vozlis¢i visje stopnje pa s hitrim matri¢nim
mnozenjem.

\/Iow = {Ve V,d(V) S/B},ﬂ: m%
4

Vhigh - T
low



OmreZne mere

Input: Graph G with adjacency array representation and hashed edge set
matrix multiplication parameter
Output: number of triangles A(v) for each node
1 foe—mt D/(y+1)
2 for vcV do
A(v) —0
if d(v) < 3 then
Viow — Viow u {v}
else
L Vhigh < Vhign U {v}

3 for v € Vibwdo
for all pairs of neighbors {u,w} of v do
if edge between u and w exists then
5 if u,w € Vpy then
for z € {v.u,w} do
L L AGz)— M2)+1/3
a else if u.w € Vi then
for 2z € {v.u,w} do
L L Az) — Mz)+1

'S

7 else
for 2 € {v.u,w} do
L A(z) — A(2) +1/2

8 A «— adjacency matrix of node induced subgraph of Vhign
o M~ A%

10 for v € Vi do

11 L A(v) «— A(v) + M(i.i)/2 where i is index of v



OmreZne mere

m LEMA: Algoritem AYZ za vsako vozlis¢e v v grafu G izracuna
Stevilo ciklov dolZine tri A(v) in ga lahko implementiramo

. . 2y
tako, da je njegova Casovna zahtevnost reda O(m~+1) oz.
O(m1'41).



OmreZne mere

Aproksimacija c(u, v)

m Slu€ajno vzor&enje
m X; ... omejena sluéajna spremenljivka, 0 < X; < M

m k ... Stevilo vzorcev
m Hoeffdingova neenakost

([ = (i xx)

i=1




OmreZne mere

m Hoeffdingova meja

m Fiksirajmo € in p. = Dobimo k.

m Ocenjujemo c(v) za vsako vozlis¢e v = k je 3tevilo sosednjih
parov, za katere nas zanima, ali so povezani ali ne.

m Ocenjujemo ¢(G)

= k je %tevilo vozligg, ki jih vklju¢imo v izra&un (moramo
poznati ¢(v) oz. ga oceniti).

= k je Stevilo vozligg, ki jih vklju¢&imo v izra&un (moramo
poznati ¢(v) oz. ga oceniti)

m Podobno za tranzitivnost.



OmreZne mere

Algorithm 7.1: ¢-APPROXIMATION BY NODE SAMPLING
Input: graph G = (V. FE) with Yo € V: (v) > 2
number of samples £
Output: approximation of ¢ (G):
Data: real r;
r—0;
for (1s.. 4 k) do
L v — uniformRandomNode of all nodes V;
1

r—r+ o(v);

return apx (¢ (G)) =r/k;

m LEMA: Za vsak konstanten € in konstantno pravilnost p
obstaja algoritem, ki oceni koeficient gru¢avosti c(v) za vsako
vozlis¢e in koeficient tranzitivnosti T(G) za celoten graf v
¢asu O(n). Koeficient grutavosti C(G) lahko ocenimo v O(1).



MreZni motivi

MreZni motivi

m Kaksne podgrafe lahko najdemo v omreZju?

m Ali se kak3ni podgrafi pojavljajo pogosteje, kot bi bilo to
statisti¢no pri¢akovati?
m Stetje "enakih” podgrafov v grafu

m Testiranje statisti¢ne znacilnosti



MreZni motivi

m Stetje podgrafov:

m Iskanje podgrafa s k vozlisti
m Iskanje ciklov dolZine tri (AYZ algoritem)

Iskanje podgrafov s tremi vozlig¢i (modificiran AYZ)

Iskanje K, podgrafov (Kloks, Kratsch, Miiller)

Iskanje podgrafov z najvet tirimi vozli&¢i (na neusmerjenih
grafih)



Vrste omreZnih mer

Vrste omreZznih mer

= Globalna mera 7 oznaluje (eno samo) vrednost y¢ € Y za
vsak graf G € G.

m Stevilo vozlig¢/povezav, diameter, koeficient gruZavosti

m Globalna porazdelitev I oznaluje preslikavo g : P — Y za
vsak graf G € G.

m ¢e P =N, dobimo zaporedje (I'¢(0),¢(1),...)
m porazdelitve vhodnih/izhodnih stopenj, hop plot



Vrste omreZnih mer

m Lokalna mera )\ oznaluje (eno samo) vrednost Ag(x) € Y
za vsak graf G € G, kjer je x dolo€en element grafa G. Bolj
natanéno, gre za preslikavo Ag : Xg — Y.

m vhodna in izhodna stopnja vozlis¢a, utez/kapaciteta povezave,
razdalja

m Lokalna porazdelitev A oznaluje preslikavo
NG : Xg X P — Y za vsak graf G € G.

m velikost okolice, eksentri¢nost, diameter



Vrste omreZnih mer

Transformacije omreZnih mer

Lokalizacija
_-—-—"'"_-_._-_-_-_________-_-_-_"‘—‘-—.
Globalna mera Lokalna mera

Globalizaclja
g

Odstranitev Lokalizacija Odstranitev
parametra parametra
Lokalizacija
_.—-—'—'_-_._-_-—____-_-"—‘—--
Globalna porazdelitev Lokalna porazdelitev
R —
Globalizacija

Slika: Transformacije vrst omreZnih mer



Vrste omreZnih mer

m Globalizacija: odstranitev odvisnosti lokalne mere ali
porazdelitve od elementov grafa (raunanje, izbiranje,
konstrukcija)

m maksimum ¢ := max{y(x) | x € X¢}
m povpredje yg = ﬁ > vexe Y6(x)

m diameter in radij, globalno popadenje



Vrste omreZnih mer

m Stetje (lokalna mera — globalna porazdelitev): prestejemo
Stevilo elementov grafa tako, da Ag(x) leZi v dolo&eni mnoZici
vrednosti

m [g(t) = |{x € X¢ | A¢(x) = t}|

m porazdelitve stopnje vozlis¢a



Vrste omreZnih mer

m Odstranitev parametra (porazdelitev — mera): izratunamo
vrednost A iz zaporedja vrednosti, danega s porazdelitvijo
Ag (spremenljivka je parameter)

m maksimum Ag(x) := max{Ag(x,t) |t € P}
m povpredje \g := ﬁ >iepNo(x,t)

m ekscentri¢nost



Vrste omreZnih mer

m Lokalizacija

m Globalna mera v — lokalna porazdelitev A:

izberemo podgraf H(x,t) C G za vsak x € Xg, t € P in
nastavimo Ag(x, t) := VH(x,)

m Globalna mera v — lokalna mera A:

izberemo podgraf H(x) C G za vsak x € X¢ in nastavimo
AG(X) 1= Yh(x)



Vrste omreZnih mer

m Lokalizacija

m Globalna porazdelitev [ — lokalna porazdelitev A:

izberemo podgraf H(x) C G za vsak x € X¢ in nastavimo
/\G(X, t) = FH(X)(t)

m Lokalna mera A — lokalna porazdelitev A:

izberemo podgraf H(x) C G za vsak x € X¢ in nastavimo
Ag(X, t) = )‘H(x,t)(X)



Vizualizacija

Vizualizacija
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1e+06 |
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Slika: Absolutna porazdelitev vhodne stopnje z logaritemsko skalo (omreZje
Crawl of Web Base, 2001)



Vizualizaci
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Slika: Absolutna porazdelitev izhodne stopnje z logaritemsko skalo (omreZje
Crawl of Web Base, 2001)



Vizualizacija
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Slika: Razsevni diagram vhodne in izhodne stopnje z logaritemsko skalo
(omreZje Crawl of Web Base, 2001)
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