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Ukvarjali se bomo s problemom, ali je za konéno mnozico S C R mogoce realna stevila
pobarvati s k£ barvami tako, da vsaka translacija mnozice S vsebuje vsaj eno tocko v vsaki
od k barv.

Definicija 1 Naj bo ¢ : R — [k] := {1,2,...,k} barvanje realnih $tevil. Mnozica T C R
je barvita, ce je ¢(T) = [k] (C surjektivna).

Izrek 1 Za vsak k obstaja tak m, da za vsako mnozZico S C R moci m obstaja taksno
barvanje realnih stevil s k barvami, da je vsaka translacija mnoZice S barvita.

Najprej bomo dokazali, da izrek velja, ¢e imamo le kon¢no mnozico translatorjev (Stevil,
za katera transliramo). V tem primeru se izrek glasi takole:

Izrek 2 Za vsak k obstaja tak m = m(k), da za vsako mnozico S C R moci m in koncno
mnozico X C R obstaja taksno barvanje mnoZice T = |J,c (S + x) s k barvami, da je
vsaka translacija S + x barvita za x € X.

Dokaz. Naj bo c¢: T — [k] slucajno barvanje (vsak y € T slu¢ajno obarvamo neodvisno
in enoli¢no z verjetnostjo 1/k). Za vsak x € X naj bo A, dogodek, da ¢(S + x) ne
vsebuje vseh k barv. Verjetnost dogodka A, je najve¢ p = k(1 — %)m Se vec, vsak A, je
neodvisen od ostalih dogodkov razen od dogodkov A, kjer je (S+z)N(S+z’) # (. stevilo
takih dogodkov je najve¢ d = m(m — 1). Ce izberemo dovolj velik m, da je ep(d + 1) =
ek(1 — £)™(m(m — 1) + 1) < 1, kjer je e osnova naravnega logaritma, nam (simetricna)
lokalna lema pove, da obstaja tako barvanje, da so vse mnozice S + x, x € X, barvite.

Dokaz izreka 1. Poglejmo idejo za dokaz izreka. Naj bo Q = {q1, 2, ¢s, ...} C R Stevna
mnozica, npr. racionalna stevila. Obarvali bomo mnozico 7' = quQ(S + ¢q). Naj bo
T, = U;.ZI(S + q;). Za vsak T; po izreku 2 obstaja tako barvanje ¢; : T; — [k], da so
vse mnozice S + ¢j, j < i, barvite. Definirali bomo barvanje ¢ : T' — [k] z diagonalnim
argumentom.

Obstaja kon¢éno barvanj mnozice S + ¢;, imamo neskonéno zaporedje barvanj (¢, ca, .. .),
torej obstaja nesko¢no podzaporedje (¢;,, ¢;,, - . .) vseh barvanj, ki ustrezajo S+q; (S+q; je



barvit pri tem podzaporedju). Pisimo cg»l)

Vsa ta barvanja, razen morda cgl), so definirana na S + g9, in obstaja le konéno mnogo

moznosti za izbiro zaporedja (c§2),cg),cg2), ...), kjer vsa barvanja ustrezajo S + ¢o. Ce

to ponavljamo, po [ korakih dobimo zaporedje (cgl), cg), cgl), ...), Cigar barvanja ustrezajo

T = Uézl(SJr ¢;) in tako, da je vsaka mnozica S+ ¢;, i = 1,2,...,[, barvita. Opazimo, da

barvanje T} ostane nespremenjeno po I-tem koraku, in vsak cg.r), r > 1, ustreza cgl) na 7;.

= ¢;;, tako je nase zaporedje (cgl), cgl), cgl), S

Definiramo ”diagonalno”barvanje ¢ : T — [k] s c¢(z) = cgl) (x), kjer je [ najmanjsi tak
indeks, da je x € T;. Opazimo, da je ¢(z) = CY) za vse take r, da je x € T,.. Ker je vsaka

S + ¢, barvita pri cgr) po konstrukciji, sledi, da je barvita tudi pod c.

Dokazimo Se eksistenco zelenega barvanja realnih stevil. Spommnimo se dveh dejstev o
kompaktnih topoloskih prostorih. Prvi¢, ¢e je C druzina zaprtih podmozic kompaktnega
prostora, tako da je ()ocr C # () za vsako koncno poddruzino F C F, potem je (oo C #
(). Drugic, kartezicni produkt kompaktnih topoloskih prostorov je kompakten topologki
prostor. V posebnem, prostor M vseh preslikav f : R — [k] je kompakten. Topologija tega
prostora je moci [k|®, oz. vsaka mnoZzica preslikav oblike

{feM;f(i)=g(i)zavseicl} (1)

zaprta, kjer je I C R koné¢na in g : I — [k] poljubna.

Naj C, C M pomeni mnozico vseh barvanj, za katera je S + x barvita. Vsak C, je konéna
unija mnozic oblike (1) in zato zaprta v M. Izrek 2 nam pove, da za vsako konéno mnozico
X C Rvelja (,cx Cz # 0. Iz kompaktnosti mnozice M sledi obstoj ¢ € [,cx Cr in to
barvanje naredi vse mnozice S + = (z € R) barvite in ¢ je iskano barvanje realnih stevil.
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