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Najprej ponovimo definiciji disperzije in kovariance:
Definicija 1 Disperzijaali variancarealne slucajne spremenljivke je
D(X) = E[(X - E[X])’] = E[X"] - (E[X])".
Definicija 2 Kovariancadveh slucajnih spremenljivk je
Cov[X,Y] = E[(X — EX])(Y — E[Y])] = E[XY] — EX]E[Y].

Definicija 3 Maksimalna klika je klika, ki ni vsebovana v nobeni drugi kliki.
Najvecja klikaje klika z najvecjim Stevilom tock izmed vseh KKKEno Steviloje

w(G) = “velikost najvecje klike v G*.

Obravnavali bomo kiéino Stevilo v sléajnem grafuG(n,1/2). Najprej za
fiksno Stevilok preStejmo Stevilo klik velikostt. Za vsako mnozic®, ki vsebuje
k tock, naj X5 ozn&i indikatorsko spremenljivko dogodka, dageklika. Potem
eXx = Z‘S‘:k X Stevilok-klik v grafu. Pricakovano Stevildg-klik v grafu je

E[X]= Y E[Xs] = (Z) 9-(5),

S| =k

Ta funkcija pade pod 1 priblizno pki= 2 log, n, ki je tipiCna velikost najvéje
klike v G(n,1/2).

Lemal
lim Plw(G(n,1/2)) > 2logyn] =0

n—oo



Dokaz. Postavimok(n) = [2log,n]| in izraCunajmo povpréno Stevilo klik te
velikosti

n\ _._(k n! (Qk/2)k ok/2
EX| = o-(5) = ™ g-k(k-1)/2 < o—k(k=1)/2 _
[X] ( ) T R =R = TR I

[2logg n]

<nF= (2(log2n))k < (Qf)k _ (2k/2)k‘

ok/2 . .
R pa gre proto, ko gren — oc. Zato je

lim Plw(G(n,1/2)) > 2log,n] = 0.
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Tezje je pojasniti, da bo vedno obstajala klika velikosti blizu praga;, n,
kar bomo dokazali. Se prej pa ponovimo lemo, ki jo bomo potrebovali v dokazu.
Dokaz leme izpustimo.

Lema 2 Imamo zaporedjeX;, X5, ... nenegativnih slucajnih spremenljivk, tako
da velja
. D(X,)
lim ——=% = 0.
n—oo (E[X,])?
Potem velja
lim P[X, > 0] =1

n—oo

Izrek 1 Naj bok(n) taka funkcija, da bo
. n _(k(Zn)) _
L

lim Plw(G(n,1/2)) > k(n)] = 1.

n—oo

Potem velja

Dokaz. PIiSIimoFE(n,k) = (2)2’(}5). Najprej opazimo, da lahko predpostavimo,
da jen dovolj velik in da je dovolj gledati le tisté, za katere velja
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§log2n < k < 2logyn,



kjer lahko 2 zamenjamo s katerokoli konstanto, manjSo od 2. Pokazali smo Ze,
daFE(n,2log,n) — 0, kon — co. Moramo pokazati $&(n, 2 log, n) — oo, ko
n — oo. Najprej ocenimdog, F(n, k):

k’2

log, E(n, k) > 1og2[(g)k2—k2/2] = klogyn — klog, k — =

Zdaj namestd: vstavimos3 log, n in dobimo

3 3 9
log, E(n, 5 logon) > 5 logsn — o(logs n) — 3 logs n
3
= 3 logsn — o(logsn) — oo
kon — co. Torej res veljal(n, 2 log, n) — oo, kon — oo.

Naj X = > gk Xs 0zn&i Stevilo Klik velikosti k(n) v G(n,1/2). Po
predpostavki izreka veljam,, ... E[X] = oo. Ker Zelimo uporabiti lemo, moramo
izraCunati disperzijaX:

D(X)= > Cov[Xs,Xr]
|S|=IT|=k

(zajeli smo vse mnozice velikostj tudi kadar jeS = T, sajjeD(X ) = Cov[X, X]).
Vemo, da jeCov[Xg, Xt] enaka0, Ce staXg in X neodvisni sléajni spre-
menljivki. SpremenljivkiXg in X, pa sta neodvisni, kadar imatain 7' kveC-
jemu eno skupno fiko (zato pripadajee klike nimajo skupnih povezav). Torej
nas zanimajo le tisti pafis, 7'), za katere veljasS N 7'| > 2.

D(X) lahko zapiSemo kot

k

D(X) =Y C),

t=2
kjer je
C(t)= Y Cov[Xg, Xq].
|SNT|=t

Za fiksent = |S N T| imajo klike nasS in T skupaj2(%) — (%) povezav, torej velja

Cov[Xs, X7| < E[XsX7] = 2(2)-2(5)

Ker lahko par podmnozi¢S,T") z |S| = |T| = kin |[SNT| = t izberemo na
(M (%) (32%) natinov, je

()



Moramo pokazati, da velja

saj lahko nato uporabimo lemo. Vsoto razbijemo glede na dva dela. Zaradi
lazjega r&unanja predpostavimo, daje= k(n) sodo.

V prvem delykjerje2 < t < § pokazimo, da gre vsota prdti Pri ocen-
jevanju bomo potrebovali, da je < 2log,n. Ker imamo produkt v& binom-
skih koeficientov, jih razSirimo, saj se bo kaj pokrajSalo ali lahko kaj ustrezno
zdruzimo. Ocenimo

n\ (k) (n—k k\ (n—k
ci) (k)(t)(kft)z(;)—%’;) < (t)(;H)Q(;)
EX)? ~ (7))2220) G

kt (n—k)(n—k—1)---(n—2k+t+1) k! ¢

< (k—t)! " n(n—1)-(n—k+1) -2\
]_ 2 2

< 2t . 2t /2 < k,2t —t2t /2
= Y -1 n—k+1)-¢ =
< k,?t(2—k/2)t2t2/2 _ (k22—k/22t/2)t < (k22—k/4)t7

saj jet < £. Lahko zapiSemo

kjer je ¢ = k?27%/* = o(1) in tako gre vsota na levi proi.

V drugem delukjer velja% < ¢ < k, pokazimo, daj@fzk/2+1 CH\E[X]) =
o(1) zak > 3 log, n. KerjeE[X] — oo, bo veljalo tudi>;_, , ., C(1)\(E[X])? — 0.
V tem delu je lazje oceniti binomske koeficiente. Pri ocenjevanju uporabimo for-
mulo (}) < n* in dobimo

% < (’;) (2 B ’DQ(;)(;) < (k b t) (kf t)z@@

kk—tnk—tz(t2—k2—t+k)/z
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— (kn>k—t2—(/€—t)(k:+t—l)/2 — (kn2—(k+t—1)/2)k‘—t
(210g2 k+(2/3)k7(k+t71)/2)k7t

(21og2 k-i—(2/3)k—(3/4)/c)l~::—t7
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saj jet > . Ker je2los2 HH(2/3k=(/Dk — o(1), po ocenjevanju z geometrijskimi
vrstami sledi, da veljg,’;,ﬁ/2+1 C(t)/(E[X])* — 0, kot smo trdili. Dokazali smo
torej, da jelim,, .., D(X)/(E[X])? = 0. Po lemi slediim,, .., P[X > 0] = 1,
Torej jelim, ... Plw(G(n,1/2)) > k(n)] = 1. O

Opomba. Ce izberemd:(n) = (2 — ) log, n, pogoji izreka veljajo za vsak
e > 0. To pomeni, da Stevilo klikv(G(n,1/2)) vedno lezi med2 — ¢) log, n

in 2log, n. Koncentracija Stevila klik je celo ndmejSa. Leta 1976 so Bollobas,
Erdos in Matula dokazali, da obstaja taka funkéija), da velja

lim Plk(n) <w(G(n,1/2)) < k(n)+1] = 1.

n—oo
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