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1 Varianca in neenac¢ba CebiSeva

Poleg matemati¢nega upanja, je pomembna Stevilska karakteristika slu¢ajne spremenljivke
tudi varianca. Lahko ji re¢emo tudi razprSenost ali pa disperzija. Varianca meri kako
odstopa vrednost slucajne spremenljivke od matemati¢nega upanja (npr. varianca kon-
stantne slu¢ajne spremenljivke je 0).

Definicija 1 Varianca realne slucajne spremenljivke X je
Var[X] = E[(X — E[X])’] = E[X"] - (E[X])".
Prva enakost sledi iz definicije, drugo pa dobimo po lazjem izrac¢unu. Standardna de-

viacija X je
o =/ Var[X].

V primerjavi z matemati¢nim upanjem, pa varianca ni linearni funkcional. Zato moramo,
e zelimo izracunati varianco vsote sluc¢ajnih spremenljivk, vedeti nekaj o njihovi (paroma)
medsebojni odvisnosti.

Definicija 2 Kowvarianca slucajnih spremenljivk X in'Y je
CovlX,Y]|=E[(X —E[X]))(Y —E[Y])] = E[XY] - E[X]|E]Y]

Lema 3 Varianca vsote slucajnih spremenljivk je enaka

Var[z X;| = Z Var[X;] + Z Cov]X;, Xj].

i#j
Dokaz: . " n n n
Var[z X;| = E[Z X; ZX]'] — E[Z Xz]E[Z X;] =
— ZE[XZQ] + ZE[Xin] — Z(E[Xi])2 — ZE[XZ«]E[X]'] =
i=1 i#j i=1 i#]
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= iVar[Xi] + Z Cov[X;, X;]

i#]
]
Ce so Xy, ..., X, neodvisne spremenljivke, je kovarianca vsakega para enaka 0. V tem
primeru je
Var[d X = [Var[X,]].
i=1 i=1

Po drugi strani pa iz Cov[X, Y] = 0, ne sledi neodvisnost spremenljivk X in Y.

Zdaj, ko vemo kaj je varianca, se lahko posvetimo Cebigevi neenadcbi. Uporabljamo
jo, kadar Zelimo oceniti verjetnost, da se bo slu¢ajna spremenljivka odklonila od njenega
matemati¢nega upanja za vsaj dano Stevilo . Ali drugace: Neenacba Cebiseva ocenjuje
kaksna je verjetnost, da se slu¢ajna spremenljivka veliko razlikuje od matemati¢nega up-
anja.

Lema 4 (CEBISEVA NEENAKOST) Ce ima slucagna spremenljivka X matematicno upanje
E[X] in koncno varianco Var[X], velja za vsak pozitiven t ocena
Var[X]

2

PIX - EX][ > 1] <

Dokaz:
VarlX] = E[(X — E[X])?] > £P[|X — E[X]| > 1]

Ocena ni natancna. Ce je t? < Var[X], je celo prazna, saj je tedaj njena desna stran
vecja od 1, verjetnost pa tako ali tako ne more biti vecja od 1. Najboljsi rezultat pa nam

da ocena, ¢e je X enak u z verjetnostjo p ali enak p 4t z verjetnostjo %.

2 Ocenjevanje srednjega binomskega koeficienta

Med binomskimi koeficienti (21T>v kjer je k = 0,1,...,2m, je (ZWT) najvecji in se pogosto
uporablja v razli¢nih formulah (npr. Catalanova Stevila imajo enostavno ena¢bo z binom-
skimi koeficienti. Ta Stevila tvorijo zaporedje naravnih Stevil, ki se pojavlja v mnogih
prestevalnih in velikokrat rekurzivnih problemih v kombinatoriki). Metoda s pomocjo
drugega momenta je preprost nacin s katerim navzdol omejimo koeficient (2;:) Sicer pa
obstajajo tudi drugi pristopi in nekateri med njimi nam dajo celo bolj natan¢no oceno.
Vendar je trik s éebiéejevo neenacbo bolj preprost in tudi ocena je dovolj natanc¢na.

Trditev 5 Za vsak m > 1 velja

Vv

()= e



Dokaz: Naj bo X naklju¢na spremenljivka za katero velja X = X; 4+ Xo + -+ + Xo,,
kjer so spremenljivke X; neodvisne med sabo in vsaka od njih doseze vrednost 0 in 1 z
verjetnostjo 3. Torej je E[X] =m in Var[X] = 2. Za ¢t = /m nam da neenacba Cebiseva

P[|X —m| < v/m] >

N =

Verjetnost, da X doseze vrednost m + k, kjer je |k| < /m, je (nffk)2*2m < (2;”)2*2’”, saj

je (ZT;”) najvecji binomski koeficient. Torej imamo

< Y PX=m+k<@2Vm+ 1)(?}) 9—2m,

|k|<y/m

| =

3 Pragovna funkcija

Vrnimo se sedaj k slucajnim grafom in razmislimo naslednje vprasanje. Kaksna je ver-
jetnost, da graf G(n,p) vsebuje trikotnik? Omenimo Se, da je lastnost, da graf vsebuje
trikotnik, monotona, kar pomeni, da ¢e ima graf G neko doloceno lastnost in je G C H,
potem ta lastnost velja tudi za graf H. Za majhne p graf G(n,p) verjetno trikotnika ne bo
vseboval, medtem ko je za velike p pojav trikotnika v grafu bolj verjeten.

Naj bo T stevilo trikotnikov v grafu G(n, p). Za dano trojico tock je verjetnost, da tvorijo
trikotnik p3. Zaradi linearnosti matemati¢nega upanja, je pricakovano stevilo trikotnikov

E[T] = <§) 7.

Ce je p(n) < %, potem se pricakovana vrednost Stevila trikotnikov bliza 0, ko vec¢amo
. Zato se tudi verjetnost, da nek graf G(n,p) vsebuje trikotnike nagiba k 0, ¢e je p(n) <
pri velikih n. Po drugi strani pa, ¢e predpostavimo, da je p(n) > %, matemati¢no
upanje Stevila trikotnikov narasca v neskon¢nost z narasc¢anjem n, kar pa ne pomeni, da
graf G(n,p) sigurno vsebuje trikotnike. Lahko se zgodi, da nekaj grafov vsebuje veliko
trikotnikov in tako dvigne pricakovano vrednost. To lahko ponazorimo tudi z naslednjim
Zivljenskim primerom.

Pozarno zavarovanje: Letna cena zavarovanja proti pozaru na gospodinjstvo narasca. To
odraza rast Skode, ki jo povzro¢i ogenj v gospodinjstvu vsako leto. Ampak ali to pomeni,
da verjetnost, da bo ogenj povzrocil nesreco, naras¢a? Ali to celo pomeni, ¢e gledamo v
limiti, da bo skoraj vsako gospodinjstvo gorelo vsako leto? Tezko. Dvig pricakovane cene
skode je posledica parih pozarnih nesre¢ vsako leto, katerih cena se visa.

Na sreco pa se nasi trikotniki ne obnasajo tako nepredvidljivo kot pozarne nesrece. Za
vecino slucajnih grafov velja, da je Stevilo trikotnikov, ki jih vsebujejo, relativno blizu
pricakovane vrednosti. Pravzaprav nam ravno ta metoda s pomocjo drugega momenta
dokazuje, da ¢e je pricakovana vrednost stevila trikotnikov dovolj velika, potem slucajni
graf skoraj sigurno vsebuje nekaj trikotnikov.
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Lema 6 Naj bodo X, Xs, ... nenegativne slucajne spremenljivke za katere velja
Var[X,,]

lim ———= = 0.

n—oo (E[X,])?

Potem
lim P[X, > 0] =1.

n—oo

Dokaz: Naj bo t = E[X,] in uporabimo Cebigevo neenacbo:

B Var[X,,]
PIX, ~ B[X,]| > ELX, ]| < e,
Tako dobimo Var[X,)
dim PG < 0] < lim cpres =0

]

Zdaj moramo oceniti varianco $tevila trikotnikov v grafu G(n,p). Stevilo trikotnikov
T zapiSemo kot T'= ). T;, kjer so 11,75, ... indikatorske spremenljivke za vse (’;) mozne
trikotnike v grafu G(n,p). Varianca vsote sluc¢ajnih spremenljivk je

Var[T] =Y " Var[T}] + ) _ Cov[T;, Ty).
i i#]
Za vsak trikotnik velja
Var[T}] < B[T}] = p
in za vsak par trikotnikov, ki ima skupno eno povezavo velja
Cov[T;, T;] < B[LT)) = p°,

(torej sta T; in 7T} indikatorski spremenljivki dveh trikotnikov na petih dolo¢enih povezavah).

Indikatorske spremenljivke trikotnikov, ki nimajo skupne povezave, so neodvisne in je
torej kovarianca takih parov enaka 0. Zato seStevamo le kovarianco tistih parov trikotnikov,
ki imajo skupno povezavo. Stevilo le teh je 12(2) in tako dobimo

Var[T] < (Z) p®+ 12 <Z> p° < ndp® + n'p®
VarT| _n’p’ +n'p® 1 1
®: = Qe e )

n3pd | nZp

kar limitira proti 0, ¢e je p(n) > % Po lemi 6 pa iz tega sledi, da se verjetnost, da graf
G(n, p) vsebuje trikotnike, priblizuje 1 z naras¢anjem n proti neskonénosti.

Lastnost, ali graf vsebuje trikotnik, lahko preverimo tudi s pomocjo pragovne funkcije.
Ta pojem sta vpeljala Erdds in Rényi.

Preden pa definiramo pragovno funkcijo, ponovimo Se kaj pomeni, da je lastnost A
monotona. Naj bosta G in H grafa, za katera velja V(H) = V(G) in E(H) C E(G).
Lastnost A je monotona, ¢e velja: H ima lastnost A, potem sledi, da ima lastnost A tudi

G.




Definicija 7 Funkcija r : N — R je pragovna funkcija za monotono lastnost A grafa
G(n,p), ¢e za vsak p: N — [0, 1] velja:

1. p(n) € r(n) = lim,_ P[A velja za G(n,p(n))] =0,
2. r(n) < p(n) = lim,,_,o P[A velja za G(n,p(n))] = 1.

Pragovna funkcija lahko obstaja lahko pa tudi ne. Tudi ¢e Ze obstaja, ni nujno, da je
enoli¢no dolo¢ena. Naprimer za naSo lastnost, da G(n,p) vsebuje trikotnik, je pragovna
funkcija r(n) = 1/n. Vendar pa bi lahko namesto tega zapisa uporabili tudi 7(n) = ¢/n(za
vsak ¢ > 0).

Lahko pa bi se ukvarjali tudi s pragovno funkcijo bolj splosnih lastnosti, kot je na primer
pojav podgrafa v grafu G(n, p) (vendar ne nujno induciranega, saj je ta problem veliko bolj
zapleten). Izkaze se, da je nas ukrep primeren tudi za bolj splosne lastnosti podgrafa, pod
pogojem, da je ta uravnotezen. Preden pa povemo kaj je uravnotezen graf, pa definirajmo
Se gostoto grafa.

Definicija 8 Naj bo H graf z v vozlisci in e povezavami. Definiramo gostoto grafa H kot
e
H)=-.
pH) =~

Grafu H recemo, da je uravnotezen, ¢e noben njegov podgraf nima vecje gostote kot
graf H sam.

Izrek 9 Naj bo H uravnoteZen graf z gostoto p. Potem je r(n) = ne pragovna funkcija
za lastnost, da je H podgraf grafa G(n,p).

Dokaz: Naj ima graf H v vozlis¢ in e povezav. Potem je gostota p(H) = £. Oznacimo
vozliséa grafa H z aq,as,...,a, Za vsako urejeno v-terico § = (b1, bs,...,b,) razli¢nih
vozlis¢ by, by, ..., b, € V(G(n,p)), naj Ag oznacuje dogodek, ko G(n,p) vsebuje pravilno
urejeno kopijo H na (by, bs, ..., b,). To je, dogodek Ag se zgodi, ¢e velja bb; € E(G(n,p)),
vedno kadar velja a;a; € E(H). Z drugimi besedami,dogodek Ag se zgodi vedno ko je
predpis a; — b; homomorfizem na grafu.

Naj X3 oznacuje indikatorske spremenljivke nanasujoce se na Ag in naj bo X =) 5Xg
po vseh urejenih v- tericah 3. UposStevati moramo, da so zaradi mozne simetrije H, nekatere
kopije H lahko Stete veckrat in tako X ni to¢no Stevilo kopij H v grafu G(n,p). Kakorkoli
pogoj X = 0 je ekvivalenten odsotnosti grafa H v G(n,p) in X > 0 je ekvivalenten pojavu
grafa H v grafu G(n,p).

Verjetnost Ag je p®. Zaradi linearnosti matematicnega upanja pa velja

E[X] =) PlAg] =O(n"p")
E

(upostevati je treba, da sta v in e konstanti, medtem ko je p funkcija od n).



Ce je p(n) < n=", potem je
lim E[X] = 0,

s ¢imer je prvi korak dokazan.
Sedaj pa predpostavimo, da je p(n) > n~= in uporabimo lemo 3

Var[X] = Var[Xg] + ) ~ Cov[Xy, X .
B B#y

Ker je Var[Xg| = Cov[X3Xg|, lahko piSemo tudi

Var[X] =Y Cov[XsX,]
By

Kovarianca je nenicelna le za pare kopij, ki si delijo nekaj povezav. Naj si § in v delita
t > 2 vozlis¢. Potem imata dve kopiji H najvec tp skupnih povezav (saj je H uravnotezen),
njuna unija pa vsebuje vsaj 2e — tp povezav. Tako je

Cov[XpX,] <E[XpX,] < pe

Stevilo parov 3 in 7, ki si delijo ¢ vozlis¢ je reda O(n2°~"), saj lahko izberemo mnozico

vozlis¢ moci 2v — tp na (ZU”_ t) nacinov. Za fiksen ¢ dobimo

™ Cov[Xs, X,) = O 5% 1%) = O((np> ")
|BNy|=t
Var[X] = O (n"p)> ")
t=2
n ;

VarlX] _ i (S (ntp) ) =0,

im ——= =
n—oo 2 n—oo
(E[X]) p—
¢e je lim, .., n"p® = 0o. S tem pa je izrek dokazan, saj po lemi 6 velja

lim P[X >0]=1
in tako se skoraj vedno pojavi kopija H v grafu G(n,p).
]
Vprasanje pojava splosnih podgrafov H v grafu sta resila Eddos in Rényi. Pragovna
funkcija za graf H je dolo¢ena s podgrafom H C H, ki ima maksimalno gostoto. ZapiSimo
izrek:

Izrek 10 Naj bo H graf in H C H z maksimalno gostoto p. Potem je

T(n) = nP(_é)

pragovna funkcija za lastnost, da je H podgraf grafa G(n,p).



Literatura

[1] J. Matousek, J. Vondrék, The probalistic method (Lecture notes), Praga: IT1, 2002.



