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1 Neodvisni poskusi in njihova zaporedja

Naj bo {Xi, Xy, ..., X, } mnozica poskusov. Ti so med sabo neodvisni, ¢e
so verjetnosti izidov v enem poskusu neodvisne od tega, kaj se zgodi v drugih
poskusih oz. ¢e na kakrSen koli nacin iz vsakega od poskusov izberemo po en
dogodek, morajo biti ti dogodki med seboj neodvisni. V neskon¢éni mnozici
poskusov so poskusi neodvisni, ¢e so neodvisni v vsaki kon¢ni podmnozici.

Zaporedje neodvisnih poskusov Xy, Xa, ..., X,,... imenujemo poskuse, ki
so med seboj neodvisni in sestavljajo neskon¢no zaporedje. Pri tem ne za-
htevamo, da so poskusi med seboj enaki, lahko pa so (npr. metanje kocke).

Zaporedje enakih neodvisnih poskusov, kjer se lahko v vsakem poskusu
zgodita le dva dogodka, in sicer ali dogodek A z verjetnostjo p (0 < p < 1)
ali njegova negacija A z verjetnostjo ¢ = 1 — p, se imenuje Bernoullijevo
zaporedje. KlasiCen primer zanj je metanje kovanca, v katerem sta res
mogoca le dva izida. Sicer pa lahko ponavljanje vsakega poskusa, v katerem
ima neki dogodek verjetnost med 0 in 1, obravnavamo kot Bernoullijevo za-
poredje. Npr. pri metanju kocke se vprasamo ali vrzemo petico ali ne (to je
Bernoullijevo zaporedje s p = 1/6).

Naloga. V Bernoullijevem zaporedju Zelimo ugotoviti, koliksna je verjetnost,
da se bo v n zaporednih ponovitvah poskusa dogodek A zgodil natanko k-krat
(k=0,1,...,n). V tem poskusu naj ima dogodek A verjetnost p in naj bo

qg=1-p.

Ozna¢imo z B, (k) dogodek, da se A zgodi v n ponovitvah poskusa natanko
k-krat in s P, (k) njegovo verjetnost. Nacin dogodka B, (k) je torej produkt
n dogodkov, pri katerem je k-krat dogodek A in (n — k)-krat A. Zaradi



neodvisnosti dogodkov je verjetnost vsakega nacina dogodka B, (k) enaka

P(Ae=an A oo=3) = TTrw- T -

Dogodek B, (k) je natanko dolo¢en s k ponovitvami, v katerih se zgodi
A. Torej je B,(k) vsota (Z) paroma nezdruzljivih dogodkov z verjetnostjo
pFq"*. Zato velja enakost

Pt = ()t )

ki jo imenujemo Bernoullijeva formula. Zanjo velja rekurzivna zveza

k41
P.(k) = (”k—;)ppn(k;—n, k—1,2,...

P,(0) = ¢".

Dogodki B, (0), B,(1),..., B,(n) tvorijo popoln sistem, zato je

P,(k) =1,

k=0

kar sledi tudi po Newtonovi binomski formuli
d Puk)=(p+q" =1
k=0

Ce po binomski formuli razvijemo (pz + ¢)", je koeficient pri z* kar P, (k).
Pravimo, da je verjetnost s formulo (1) po dogodkih B,,(0), B,(1),..., B,(n)
binomsko porazdeljena.

Primer. Koliksna je verjetnost, da bomo v treh metih kocke enkrat dobili
Sestico?
Ob upostevanju, da je p = 1/6 in ¢ = 5/6, po Bernoullijevi formuli dobimo

3 1 /5\°
Pg(].) = (1)p1q3_1 =3 6 : (6) ~ 0,35

Naloga. Koliksna je verjetnost, da je v n ponovitvah poskusa frekvenca k
dogodka A na danem intervalu?



Naj bostaa,b € Zin 0 < a < b < n. Zanima nas verjetnost dogodka C,,(a, b),
da je a < k < b, ki jo ozna¢imo s P,(a,b).

Ozna¢imo z B, (k) dogodek, da se A v n ponovitvah poskusa zgodi k-krat.
Potem velja zveza

Cn(a,b) = By(a) + By(a+1)+---+ B,(b—1).
Cleni na desni strani so paroma nezdruzljivi, zato je
P,(a,b) = P,(a)+ Py(a+ 1)+ -+ P,(b—1).

Primer. Dogodek A ima v poskusu verjetnost p = 0.02. Koliksna je
verjetnost, da bo v 50 ponovitvah poskusa frekvenca dogodka A manjsa od 37

Pso(0,3) = Pso(0) + Pso(1) + Pso(2) ~ 0.3642 + 0.3716 + 0.1858 = 0.9216.

Naloga (Pascalov obratni problem). Poskus, v katerem ima A verjetnost
p (0 < p < 1), ponavljamo tako dolgo, da se zgodi dogodek A natanko m-krat
(m = 1,2,3,...). Koliksna je verjetnost, da se bo zgodil A ravno v n-tem
poskusu m-ti¢ (n > m)?

Vzemimo, da sta n in m fiksni naravni stevili, D,,(m) dogodek, da se zgodi
A v n-tem poskusu m-ti¢ in p,(m) = P(D,(m)). Dogodek D,(m) se zgodi,
e se je v prvih n — 1 ponovitvah zgodil A natanko (m — 1)-krat in se v n-ti
ponovitvi zgodi A. Torej

D, (m) = B,_1(m —1)A.

Dogodka A in B,_i(m — 1) sta neodvisna, zato je

) =p st =1 = (2 ) )

Pri tem je m € Nin n > m.

Primer. Strelec strelja v tarco. Verjetnost, da jo zadane je 1/3. Koliksna je
verjetnost, da bo tarco zadel drugic s cetrtim strelom in koliksna je verjetnost,
da jo bo zadel drugic¢ vsaj s cetrtim strelom?

Z uporabo formule (2) je prva verjetnost enaka

=0 G) () -7
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druga pa
1 4 4 11

P2(2) +p3(2) + pa(2) = 9 + o7 + 7 o7

Naloga. Ponavljajmo poskus s popolnim sistemom izidov S = {F1, Es, ..., E,}.
Vse verjetnosti p; = P(E;) (j = 1,2,...,r) naj bodo med 0 in 1, njihova
vsota pa je 1.

Zanima nas verjetnost P, (ki, ko, ..., k.) dogodka B, (ki, ks, ..., k), da se v
n ponovitvah tega poskusa dogodek £ zgodi natanko kj;-krat. Pri tem so
ki, ko, ..., k. poljubna nenegativna cela Stevila, njihova vsota pa n.

Da bomo lahko dolocili verjetnost, imejmo vseh n ponovitev poskusa za
en sam poskus. Izidi so vsi mogoci produkti n faktorjev, v katerih so faktorji
kateri koli izmed dogodkov Ei, Fs, ..., E,. Med temi izidi so ugodni tisti,
v katerih nastopi faktor F; natanko kj;-krat. Verjetnost vsakega ugodnega
izida je

pyps? Pl
saj so faktorji v produktu dogodkov med sabo neodvisni. Zanima nas le Se
koliko je vseh ugodnih izidov. Zato moramo v produktu dolo¢iti k; mest za
faktor Ey, ko mest za faktor Fs in tako naprej do vkljuéno k, mest za F,.
To je permutacija med n elementi, od katerih je k1 med seboj enakih in ks
med seboj enakih in tako naprej do k,. Teh permutacij je

n!
Eilko!- - k)
Iskana verjetnost je torej
n! bk
Pn<]€1,k'2,...,l€r) :mpllp;...pﬁh (3>
Primer. Naprava izdeluje prvovrstne izdelke z verjetnostjo 0.10, izdelke

druge vrste z verjetnostjo 0.30, izdelke tretje vrste z verjetnostjo 0.50 in ne-
uporabne izdelke z verjetnostjo 0.10. Koliksna je verjetnost, da bosta med
desetimi zaporednimi izdelki 2 prvovrstna, 3 druge vrste, 5 tretje vrste in da
ne bo nobenega neuporabnega izdelka?

V tem primeru so p; = 0.1, po = 0.3, p3 =0.5, ps = 0.1, n =10, k; = 2,
ke =3, ks =5 in ky = 0. Z uporabo formule (3) dobimo

10!
2! 3! 51 0! 100

Piy(2,3,5,0) = 123255 1° ~0.0213.
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2 Slucajne spremenljivke

Pri nekaterih poskusih so vsi izidi oznaceni s Stevili. Npr. pri metanju
kocke je izid $tevilo pik, pri n-kratni ponovitvi poskusa pa je izid frekvenca
danega dogodka. Na take poskuse lahko gledamo, kot da jim je prirejena neka
koli¢ina, ki ima lahko razli¢ne vrednosti. Od slu¢aja pa je odvisno katero od
mogocih vrednosti ima v dani ponovitvi poskusa, zato to koli¢ino imenujemo
slucagna spremenljivka.

Sluc¢ajna spremenljivka je dolo¢ena s svojo zalogo vrednosti in s porazde-
litvenim zakonom. Slednji je predpis, ki doloca kakSna je verjetnost vsake
izmed moznih vrednosti ali intervala vrednosti.

Pogoj, da ima slu¢ajna spremenljivka X vrednost x, je dogodek, ki ga
zapiSsemo kot (X = x). Vsi taksni mogo¢i dogodki sestavljajo popoln sistem,
saj so paroma nezdruzljivi, njihova vsota pa je gotov dogodek.

S slu¢ajno spremenljivko X lahko opiSemo Se dogodek (X < z), da je
vrednost sluc¢ajne spremenjljivke X manjsa od danega realnega stevila x, pa
(X > ), (r1 < X < z3) in podobno.

Glede na zalogo vrednosti sluc¢ajne spremenljivke lo¢imo:

e diskretne slucajne spremenljivke - njihova zaloga vrednosti je konc¢na
ali stevno neskoncna,

o nediskretne slucajne spremenljivke - njihova zaloga vrednosti je nestevno
neskon¢na. Sem spadajo zvezno porazdeljene slucajne spremenljivke,
katerih porazdelitvena funkcija F'(x) slu¢ajne spremenljivke X se izraza
v obliki

xT

Flz) = P(X < ) = / p(#) dt.

Zgledi:

e Stevilo pik pri kockanju je diskretna slu¢ajna spremenljivka, saj njeno
zalogo vrednosti sestavlja prvih Sest naravnih stevil.

e Stevilo ponovitev poskusa, ki jih je treba napraviti, da se dogodek A
zgodi prvic, je diskretna sluc¢ajna spremenljivka z neskon¢éno zalogo
vrednosti.



e Pristreljanju v tarco je razdalja med zadetkom in sredino tarce nediskretna
sluajna spremenljivka. Njena zaloga vrednosti je mnoZica vseh (ne
prevelikih) realnih Stevil.

2.1 Porazdelitvena funkcija

Porazdelitvena funkcija je splosna oblika porazdelitvenega zakona (mogoce

jo je uporabljati pri vsaki slu¢ajni spremenljivki).

Definicija: Porazdelitvena funkcija F(x) slu¢ajne spremenljivke X je funkcija,

ki ima za vsak realen z, vrednost enako verjetnosti dogodka (X < x),
F(zr)=P(X <), —00 < < 00.

Izrek 1 Vsaka porazdelitvena funkcija F(x) je nara$cajoca. Zanjo veljata
2vezt

F(—o0) = xEr_nooF(x) =0
F(o) = QCILIIOLOF(J:) = 1

Dokaz: Naj bosta x; in x5 poljubni realni $tevili, za kateri velja x; < x,.
Potem je
(X <z1) C (X <a9)

n zato
P(X <11) < P(X < x3),

kar je ravno F(x1) < F(x3). Porazdelitvena funkcija je torej narasc¢ajoca.
Zvezi v izreku veljata, saj je dogodek (X < —o0) nemogo¢, dogodek
(X < 00) pa gotov. n

Izrek 2 Ce sta zq in s poljubni realni stevili, za kateri velja, da je x1 < 3,
potem velja zveza

P(Il <X <ZE2) :F(JZQ)—F(ZL‘l)

Dokaz: O¢itno je (X < z3) = (X < z1)U (21 < X < x3). Na desni strani te
enakosti imamo nezdruzljiva dogodka, zato je

P(X <x3) =P(X <z1)+ P(r1 <X < z2),

kar je
F(SEQ) = F(%l) + P(SL’l <X < $2).



2.2 Verjetnostna funkcija

Verjetnostna funkcija je druga oblika porazdelitvenega zakona, ki je primerna
pri diskretnih sluc¢ajnih spremenljivkah.

Definicija:  Verjetnostna funkcija py diskretne slucajne spremenljivke X
ima za vsak mogo¢i k, vrednost enako verjetnosti dogodka (X = xy).

Pri tem pretece k vse tiste cele vrednosti, za katere spada z v zalogo vred-
nosti sluc¢ajne spremenljivke X.
Zalogo vrednosti in verjetnostno funkcijo lahko skupaj zapisemo v verjet-

nostno shemo:
X:<I‘1 Ty XT3 )
b1 p2 p3 ...
V njej so vsi podatki o diskretni slucajni spremenljivki X.

3 Diskretne porazdelitve

3.1 Enakomerna diskretna porazdelitev

Diskretna slu¢ajna spremenljivka je porazdeljena enakomerno, ¢e sestavljajo

njeno zalogo vrednosti poljubna realna stevila x1, o, ..., z, in je za vsak k
od 1don 1
P(X =ux,) = —.
( K=

Tako je porazdeljena slucajna spremenljivka pri kockanju.

3.2 Binomska porazdelitev

Slu¢ajna spremenjljivka X z zalogo vrednosti {0,1,...,n} in verjetnostno
funkcijo

Py = (Z)pk(l —p)" "

je porazdeljena po binomskem zakonu. Pri tem jen € Nin 0 < p < 1.
Binomsko porazdelitev ozna¢imo z b(n, p).

Srecali smo jo Ze pri nalogah, in sicer ¢e se v n ponovitvah poskusa nek
dogodek zgodi natanko k krat.



3.3 Poissonova porazdelitev

Spremenljivka, ki je porazdeljena po Poissonovem zakonu, ima zalogo vred-

nosti {0,1,2,...} in verjetnostno funkcijo
k,—a
ae
Pr = AR a > 0.

Poissonovo porazdelitev bomo oznadcili s P(a).

3.4 Pascalova porazdelitev

Naj bo m poljubno naravno stevilo. Ce ima spremenljivka X zalogo vrednosti
{m,m+1,m+2,...} in verjetnostno funkcijo

k—1
— m(] — k—m 1 4
Pr <m_1)9( p)" 0<p< (4)

potem pravimo, da je spremenljivka X porazdeljena po Pascalovem zakonu
reda m.

V nalogi (Pascalov obratni problem) smo pokazali, da je po tem zakonu
porazdeljeno Stevilo ponovitev poskusa do m-te ponovitve dogodka A, ki ima
v poskusu verjetnost p.

Ce je m = 1, je funkcija (4) oblike

pe=p(l—p)"" k=123 (5)

Zaporedje (5) je geometrijsko, zato imenujemo porazdelitev z verjetnostno
funkcijo (5) geometrijska porazdelitev.

3.5 Hipergeometrijska porazdelitev

Imamo posodo, v kateri je N krogel. M je belih, preostale pa so ¢rne. Iz
posode n-krat (na slepo) izberemo po eno kroglo in je ne vrnemo. Da je pri
vsakem izbiranju mogoce dobiti kroglo bele ali ¢rne barve predpostavimo, da
je n < min(M, N — M). Zanima nas verjetnost p,x, da je med n izbranimi
kroglami natanko k belih.

Ce n-krat izberemo po eno kroglo in je ne vrnemo, je to enakovredno kot
¢e bi hkrati izbrali n krogel. Zato je (]X) moznih izidov, ki so enako verjetni.
Ugodni pa so tisti, ko izberemo k belih krogel (izmed M) in n — k ¢rnih
(izmed N — M). Takih izbir je (}7) (Y31, zato je

_ D02
Prnk = W,

n

k=0,1,...,n.



Tako porazdelitev imenujemo hipergeometrijska porazdelitev.

4 Matemati¢no upanje

Sluc¢ajna spremenljivka je dana z zalogo vrednosti in porazdelitvenim za-
konom, kar pa je lahko zelo nepregledno. Npr. ¢e je poskus slepo izbiranje
Studentov na Fakulteti za metematiko in fiziko (FMF), je njegova teza sluca-
jna spremenljivka. Nespametno bi bilo govoriti o tem, koliko Studentov je
tezkih 50 kg, koliko 51 kg in tako dalje. Bolje je povedati povprec¢no tezo Stu-
denta na FMF. Pravimo, da je s tem podatkom oznacena centralna tendenca
te slucajne spremenljivke. Lahko nas zanima Se, kako je skoncentrirana zaloga
vrednosti okrog povprecja in podobno. Na ta nacin izlus¢imo iz podrobnega
opisa sluc¢ajne spremenljivke le njene glavne lastnosti, ki jih predstavimo s
Stevili. Le-ta imenujemo Stevilske karakteristike sluc¢ajne spremenljivke.

Matematicno upanje ali povprecna vrednost slu¢ajne spremenljivke X, ki
je dana z verjetnostno shemo

T ) T T
X - ) ) 3 ) n :
b1, P2, P3, ---5 Dn

=1

imenujemo izraz

V primeru diskretne sluc¢ajne spremenljivke, ki ima neskon¢no zalogo vred-
nosti, je matemati¢no upanje definirano kot

oo
E(X)=)Y =z p;
i=1
Ce je
oo
i=1
sicer re¢emo, da matemati¢no upanje ne obstaja.
Za splosno sluc¢ajno spremenljivko X, ki ima porazdelitveno funkcijo F'(x),

je

B(X) = /_Oo v dF(2),

o0



seveda Ce je

/_Oo 2| dF(z) < co.

o0

Primer. Matemati¢no upanje pri Poissonovi porazdelitvi je

00 gk S|
k=1 k=1 k=1
Ce uvedemo novo spremenljivko n = k — 1, dobimo
E(X)=ae* nz:% % = ae ‘e = a.

Torej je parameter a (ta doloca Poissonovo porazdelitev) matemati¢no up-
anje.

Na podoben nacin bi izra¢unali matemati¢no upanje pri Binomski po-
razdelitvi, ki je enako np.

5 Disperzija

X mnaj bo slucajna spremenljivka, ki ima matemati¢no upanje m, in je dana
z verjetnostno shemo

X - Ty, T2, T3, ..., Tp

P, P2, D3, ---5 DPn
V primeru, da je zaloga vrednosti zelo razprsena okoli m,, nam matem-
ati¢no upanje ne pove kaj dosti o slucajni spremenljivki. Zelimo imeti mero,

ki nam bo povedala, kaksna je razprSenost. Za slu¢ajno spremenljivko zato
vzamemo

(X —my)*: ( (x1—my)?, (o —my)? ..., (zp —my)? ) |

b1, b2, sy DPn

Njene vrednosti so kvadrirani odkloni spremenljivke X od m,,, zato je matem-
ati¢no upanje sluc¢ajne spremenljivke (X —m,)? nenegativno in tem vedje, ¢im
bolj je slu¢ajna spremenljivka X razprSena. Primerna mera za razprsenost
slucajne spremenljivke X je

D(X) = E(X —my)?), (6)
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kar imenujemo disperzija ali varianca sluc¢ajne spremenljivke X. Torej je pri
diskretni sluc¢ajni spremenljivki

D(X) = Z(xi —m.)? pi.

Tako za zvezne kot diskretne sluc¢ajne spremenljivke pa velja formula

D(X) = /OO (x —my)? dF (z),

o0

kjer je F'(x) porazdelitvena funkcija sluc¢ajne spremenljivke X. V primeru,
da ta integral ne obstaja, slu¢ajna spremenljivka nima disperzije.

Ocitno je

D(X) = /_Oo 2 dF (x) — 2m, /OO r dF(z) +m? /: dF (z)

in [* a? dF(x) = E(2?), [7._x dF(x) = m, ter [°._dF(x) = 1. Zato lahko
disperzijo zapiSemo kot
D(X) = E(X?) —m?.
Pri disperziji dobijo zelo oddaljene vrednosti vecji pomen kot bi bilo
potrebno. Zato za mero razprSenosti vzamemo pozitivni kvadratni koren

iz disperzije. To koli¢ino imenujemo standardna deviacija slucajne spre-
menljivke X in jo ozna¢imo s o(X) ali o,

o(X) =0, =+D(X).

Primer. Koliksna je disperzija pri Poissonovi porazdelitvi P(a)?

> k_ —a > k_—a > k,—a e k,—a
o pae™ k(k — 1)a"e ka“e™® k(k — 1)a"e
E(X>—k2’f k! _; k! +k2: k! _kz: k! Ta
=1 =2 =1 =2

Izracunajmo vsoto

. k(k — 1)ake™® I 5 0 A" 9
2w T ey

k=2 n=0

Torej je F(X?) = a?+ a in zato je D(X) = a?+a — a® = a.

Podobno bi izracunali disperzijo pri Binomski porazdelitvi, ki je enak
np(1l —p).
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6 Momenti

Naj bo X slu¢ajna spremenljivka, F'(X) njena porazdelitvena funkcija, &
poljubno nenegativno celo §tevilo in a poljubno realno Stevilo. Ce obstaja

mela) = E(X - 0)) = | (e —a)* dF(2),

jo imenujemo k-ti moment ali moment reda k slucajne spremenljivke X glede
na vrednost a.

Koli¢ino My (a) imenujemo k-ti absolutni moment slu¢ajne spremenljivke
X glede na vrednost a in jo izracunamo po formuli

My(a) = E(|X — a|*) = /OO o — al* dF(x).

—00

Zacetni moment zp je moment glede na vrednost 0
2z, = my(0),
centralni moment my pa je moment glede na matemati¢no upanje
my = my(E(X)).

Matemati¢no upanje sluc¢ajne spremenljivke je njen zacetni moment prvega
reda, disperzija pa centralni moment drugega reda.
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