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Rekurzivna zveza

Trditev 1 Naj bo G graf in e = xy povezava v G. Potem je
PG, k)= P(G —e,k)— P(G/e, k). (1)

Dokaz. Stevilo k-barvanj grafa G — e, pri katerem sta x in y razlicno obarvana je
P(G, k). Stevilo k-barvanj grafa G — e, pri katerem sta z in y enako obarvana, je
P(G/e, k). Od tod pa zveza takoj sledi. n

Zgled. Za graf G = C5 so ustrezni polinomi

PG —e,x) = P(Ps,x) = 2° — 4da* +62° —42® + 2
P(G/e,x) = P(Cy,x) lot — 423 + 62 — 3w
P(G,x) = P(Cs,x) = — 5zt + 102 — 102° + 4.
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Kromatic¢ni polinom in barvna razbitja

Barvno k-razbitje grafa G je razbitje mnozice tock V(G) na k nepraznih in
disjunktnih podmnozic

‘/17‘/27"'7V/€7

pri ¢em velja, da je vsaka mnozica V; neodvisna v G-ju (tj. nobeni dve tocki
iz V; nista sosedni). Oznacimo z ai(G) stevilo barvnih k-razbitij grafa G.

Naj bo
k[i]:k(k—l)---<k—i—|-1).

Trditev 2 Naj bo G graf na n tockah. Potem velja

n
P(G.k) = ai(G)ky. (2)

1=1
Dokaz. Ce je graf G pravilno pobarvan z natanko i barvami, potem barvni razredi
tvorijo barvno i-razbitje, takih pa je a;(G). Ce je k barv na voljo, potem se vsako tako
i-razbitje pobarva pravilno na kj; nacinov, kar je skupaj a;(G)ky;. Za konec opazi, da

se vsako barvanje da dobiti na opisani nacin. m



Nekaj osnovnih lastnosti

Prejsnji dve trditvi implicirata naslednje lastnosti kromaticnega polinoma;

Trditev 3 Naj bo G graf na n tockah in z m povezavami. Za kromaticni
polinom P(G, k) velja:

(a) koeficient pri k" je 1,

(b) prosti ¢len je 0,

(¢) koeficient pri k"1 je —m (ob predpostavki, da je G enostaven),
)

(d) predznak koeficientov alternira.

Dokaz. Vse trditve se dajo pokazati na podoben naéin z indukeijo po tevilu povezav
m ter uporabo zveze (l)). Za bazo indukcije opazi, da je za m = 0 graf G izomorfen
grafu K,,, zanj pa velja P(K,, k) = k", zato o¢itno veljajo vse trditve.

Naj bo e poljubna povezava grafa G. Grafa G—e in G/e sta manjsa in po indukcijski
predpostavki privzamemo, da za njiju veljajo trditve. Opazimo, da sta polinoma
P(G — e, k) in P(G/e, k) stopnje n in n — 1. Zveza

P(G,k) = P(G — e, k) — P(GJe, k),

takoj implicira trditve - obravnavamo vsako posebej. ]



Naslednja trditev je ocitna.

Trditev 4 Naj bo G disjunkina unija grafov G1 and Gy. Potem,
P(G7 k) — P(Glak) ) P(Gz,k) :

Zgled. Za grafa Py;U C5 ter K1 U Ky U K3 velja

P(P3UCs,2) = 25 —52° + 921 — 72 + 227
P(KiUKy;U K3, x) 25 — 42° + bt — 223

Trditev 5 Stopnja najnizjega nenicelnega ¢lena polinoma P(G, k) je
enaka stevilu komponent grafa G.
Dokaz. Trditev se pokaze z indukcijo po Stevilu povezav m ter uporabo zveze (1)).

Zam =0 je G = K, in ta graf ima n komponent. Njegov kromati¢ni polinom je enak
2™ in trditev oc¢itno velja.

Zdaj predpostavimo, da trditev velja za G — e in G/e. Opazi, da imata G in G/e
enako Stevilo komponent, recimo s. Naj bo a koeficient pri k° pri P(G — e, k) ter naj
bo b koeficient pri k* pri P(G/e, k). Po indukcijski predpostavki je b # 0. Ce je a # 0,
potem imata a in b razlicen predznak. To je posledica tega, da je P(G — e, k) stopnje
n, P(G/e, k) pa stopnje n — 1, ter da jima predznak koeficientov alternira. Posledi¢no

je koeficient a — b pri x® polinoma P(G, k) nenicelen. m



Koeficient pri 2" *

Za koeficient pri 2”2 pokazimo naslednjo trditev.

Trditev 6 Naj bo G graf na n tockah ter z m povezavamsi in t trikotniki.
Potem je koeficient pri "2 polinoma P(G,x) enak

(2)-

Dokaz. Trditev lahko dokazemo z indukcijo po §tevilu povezav m. Za m = 0 je
G = K,, in opazi, da trditev velja. Zdaj pa dokazimo trditev ob predpostavki, da velja
za G — e in G/e. Naj bo t' stevilo trikotnikov, na katerih lezi povezava e. Zato je
koeficient pri 2”2 polinoma P(G — e, z) enak

(") -0,

koeficient pri 2”2 polinoma P(G/e, ) pa je
Cm—1—t)

po trditvi[3(c), ker moramo odstraniti dodatnih ¢’ povezav, da bi G/e postal enostaven.
Njuna razlika nam da zeljeni rezultat:

(")t -0-(3) -



Kromati¢ni polinom in r-vsota grafov

Recemo, da je G r-vsota grafov (za neki r > 1) G in Gy, Ce velja

G:GlLJGQ ter GlﬂGQZKT.

Trditev 7 Naj bo G r-vsota grafov G1 in Gy. Potem velja

G, k) - P(Gy, k)
P(K., k) |

pcx) = 2

Dokaz. Opazi, da se da vsako k barvanje polnega grafa G N Gy razsiriti na

P(Gi, k)
Kir)

barvanj grafa G; za ¢ = 1,2. Podobno se da razsiriti na

P(G, k)
Ky

barvanj grafa ;. Torej,

P(G,k) P(Gi,k) P(Gyk)

K K ko

in ker je P(K,, k) = k., takoj dobimo Zeljeni rezultat.

Takoj dobimo naslednjo posledico.

Posledica 8 Naj bo G povezan graf, sestavljen iz blokov Bi, Bs, ..

Potem je
P(G,k) = k' "P(B;,k)P(By, k) - -- P(B,, k).

.. B,.



Stevilo acikli¢nih orientacij grafa

Naj bo a(G) stevilo acikliécnih orientacij grafa G. Potem velja naslednja
trditev.

Trditev 9 Za poljuben graf G na n tockah velja
P(G,-1)=(-1)"a(G).

Zgled.

zanj preveri trditev. Ustrezni kromaticni polinom je
P(G,z) = z* — 42° + 52* — 2,
ter P(G,—1) = 12.

Dokaz. 7 indukcijo po stevilu povezav e(G). Za e(G) = 0 se privzame, da imamo
samo eno acikli¢no usmeritev grafa K, in zato trditev drzi. Nato premislimo, da velja
zveza
a(G) =a(G —e)+a(G/e)

za poljubno povezavo e = xy grafa G: naj bo D poljubna aciklicna orientacija grafa
G. Opazi, da je D acikli¢na orientacija tudi za graf G — e. Naj bo D’ orientacija, ki
jo dobimo s spremembo usmeritve povezave xy. Tako sta D in D’ identi¢na na G — e
in tudi na G/e. Zdaj opazi, da ¢e je D" acikli¢na orientacija grafa G, potem je tudi
acikli¢na orientacija grafa G/e.

Iz zgornje zveze in iz opazi, da tako sledi trditev (pri tem upostevaj, da je G/e
graf na n — 1 tockah):

a(G) = (=1)"P(G — e, —1) + (—1)" ' P(G /e, —1)
(—D"(P(G —e,—1) — P(G/e, —1))
— (~1)"P(G, —1).



Razsiritveni izrek

Naj bo ¢(G) stevilo komponent grafa G. Za poljubno podmnozico povezav
S C E(G) z G[S] oznacimo podgraf grafa G, induciran s povezavami iz S.
Potem velja naslednji izrek.

Izrek 10 Za poljuben graf G velja
P(G k)= > (—1)PgAesh, (3)

SCE(G)

Zgled. Preverimo trditev za graph G iz prejsnega zgleda.

V dokazu uporabimo komplementarno pravilo vkljucitve-izkljucitve:
[AfnAsn--nAl = Yy (=D)AL (4)
TC{1.2,...,n} i€l

kjer se za Z = () privzame, da je ustrezni presek kar unija vseh A;-jev.

Dokaz. Enakost pokaZemo za naravna stevila k, ker je P(G,k) polinom, potem
zveza (3) velja za vsa stevila. Obravnavamo vse preslikave ¢ (0z. vsa ne nujno pravilna
barvanja) grafa G-

c:V(G)—{1,... k},
takih je k™, kjer je n stevilo tock grafa. Za povezavo e = uv naj bo A, mnozica barvanj,
za katere je e monokromatska tj. c(u) = c¢(v). Stevilo pravilnih barvanj oz. P(G, k) je

|AS NASQ -0 A

€1 €m

J

kjer je m §tevilo povezav grafa G. Po pravilu vkljucitve-izkljucitve (4) velja, da je to

enako
> (=N A,

SCE(G) €S

Nazadnje pri vsakem barvanju c € ();.¢ A, opazi, da so tocke vsake komponente grafa

(Gls]).

(G[S] enako pobarvane. Zato je mo¢ te mnozice kar k¢ m



Kromati¢no ekvivalentni grafi

Grafa G in H sta kromaticno ekvivalentna, ce velja

P(G,z) = P(H,z).

Zgled. Trije grafi s kromati¢nim polinomom z(x — 2)(z — 3):

Raziskovalni problem. Klasifikacija kromaticno ekvivalentnih grafov
0z. 1skanje novih grafov, ki so kromaticno ekvivalentni.



Kromati¢éno enoli¢ni grafi

V primeru, da so nekemu grafu G kromati¢no ekvivalentni samo njemu izo-
morfni grafi, recemo, da je G kromaticno enolicen. Taki graf so cikli C),
njihov kromaticni polinom je

(z—1)"+(-1)"(z—1).

Trditev 11 C), je kromaticno enolicen graf.

Dokaz. Naj bo G kromati¢no ekvivalenten ciklu C,,. Potem iz prejsnih trditev sledi,
da ima G enako Stevilo povezav kot C,, to pa implicira, da je G uniciklicen graf, tj.
graf, sestavljen iz enega cikla, na njegovih tockah pa visijo drevesa. Iz trditve |8 potem

sledi, da je polinom takega grafa deljiv s (z — 1)?, kar pa ne drzi za P(C,, ). m

Raziskovalni problem. Karakterizacija kromaticno enolicnih grafov
0z. 1skanje novih razredov grafov, ki so kromaticno enolicni.
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Read-ova domneva

R. C. Read je leta 1968 podal naslednjo domnevo o unimodalnosti koeficientov
kromati¢nega polinoma:

Hipteza 1 Naj bo G graf ter P(G,x) = a,a"+a, 12" '+ - +asx’+a;z.
Potem obstaja tak k, da je

an| < an—1| < lapo| < -+ <lag| > lag_1| > -+ > |as]| > |ay].

Zgled. Kromaticni polinom Peteresenovega grafa je

20 1529410528 — 4552 +13532° —28612°+42752* — 430523 +2606 2> — 704

Ustrezno zaporedje je

1 <15 <105 <455 < 1353 < 2861 < 4275 < 4305 > 2606 > 704 .

Ne tako dolgo nazaj jo je dokazal June Huh, Milnor numbers of projective
hypersurfaces and the chromatic polynomaial of graphs, J. Amer. Math.
Soc., 25 (2012) 907-927.
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