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Matrike grafov
Naj bo G graf z mnozico vozlisc V(G) = {vq,...,v,}.

Matrika sosednosti grafa GG je

al ... Ain

A(G) =

pri ¢emer velja

1 v v Uy,
CLZ']' = .
0 sicer.

Laplaceovo matriko L grafa G definiramo:

{ — Qg za 1 7&]
lz’j =

deg(v;) sicer.

Absolutno Laplaceovo matriko |L| definiramo:
gy za 1 7é ]

%= { deg(v;)  sicer.
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Za vsoto po i-ti vrstici (ali stolpcu) velja

= deg(v;),

||M§

m

°> ;=0
j=1

sw = 2deg(v;).

||M§

Matriko stopenj tocke D grafa G definiramo:

0  zaij

dij = { deg(v;)  sicer.

Tore],

n



Karakteristicni polinom in spekter grafa

Karakteristicni polinom matrike M velikosti n X n je definiran
kot

pr(A) = det(AL, — M).

Nicle tega polinoma tvorijo spekter matrike M in ga oznac¢imo
z Spec(M). Lastni vrektorji za posamezno lastno vrednost A so
resitve z # 0 enacbe

Mx = \x.

Za poljubni graf G
e (navadni) spekter je spekter matrike A(G);
e Laplaceov spekter je spekter matrike L(G);
e absolutno Laplaceov spekter je spekter matrike |L|(G).

Mnozico lastnih vrednosti oznacimo kar z Spec(A(G)), Spec(L(G)),
Spec(|L|(G)).

Namesto lastne vrednosti matrike A(G) bomo rekli kar lastne vre-
dnosti grafa G. Lastne vrednosti obicajno razvrstimo v nenarascajocem

vrstnem redu:
AL > A > 2> A

To mnozico lastnih vrednosti oznacimo tudi z Spec(G).



Orodja iz linearne algebre

Trditev. Realna simetricna matrika ima vse lastne vrednosti
realne.

Trditev. Naj bo M poljubna kvadratna matrika. Potem

e veljata zvezi
Y Ni=slM) in [N = det(M)
i=1 i=1

e stevilo nenicelnih lastnih vrednosti je enako rang(M),

e [astna vektorja dveh razlicnih lastnih vrednost: sta ortogo-
nalna.

Naj bo GG enostaven neusmerjen graf z n tockami. Velja

e A je realna in simetricna in zato so vse lastne vrednosti realne.

e A ima nicelno diagonalo in je zato sl(A) = 0, tj. vsota lastnih
vrednosti je enaka nic.

Podobno velja za Laplaceovo matriko
e [ je realna in simetricna, tako da je Laplaceov spekter realen.
e Ker je L pozitivna semidefinitna, si lahko lastne vrednosti oznacimo
Z 1, ..., Uy, Kjer je
p1 > po = - 2>y = 0.



e Vsota teh lastnih vrednosti je enaka sl(L), kar je dvakrat toliko
kot stevilo povezav v G.

Tudi |L| ima realni spekter in nenegativne lastne vrednosti (ampak
ni nujno singularna). Velja,

sI(|L]) = sl(L).

Lastne vektorje kot utezene funkcije

Lastne vektorje lahko obravnavamo kot utezene funkcije na tockah.
Namrec¢, naj bo GG graf na n tockah, x nenicelen vektor dimenzij
n in A realno stevilo. Potem velja, da je A lastna vrednost in x
ustrezni lastnt vektor grafa G natanko takrat, ko za vsako tocko

v; grafa G velja
=2

v; €N (v;)

Ta opis neposredno sledi iz zveze Ax = Ax.



Spekter polnega grafa
Trditev. Spekter polnega grafa K, je

(n— )W, (=1)(=b),

Dokaz. Matrika sosednosti grafa K, je enaka

A=J-1
Naj bodo A1, Ao, ..., A\, lastne vrednosti matrike A, urejene ne-
narascajoce. Potem,
0 = det(A — A)
= det(A — J + 1)
= det(A+ 1)1 — J)
= det(NT — J).
Naj bo
N=A+1.

Tako problem prevedemo na iskanje spektra A" matrike J.

Ker je rang(J) = 1, sledi da je prva lastna vrednost A} # 0 in vsaka
druga \; =0za1 > 2. Iz
>N

sklepamo, da je \] = n in od tukaj

specu):(?fngl)

Spec(Kn):(nIl ! )

[z tega sledi, da

n—1



Laplaceov spekter polnega grafa

Trditev. Spekter Laplaceove matrike polnega grafa K, je
0, pn=b),

Dokaz. [z

L=D—-A=mn-0)I—-J+1=nl-J
dobimo

0 = det(ul — L)

det(ul —nl + J)
det((p —n)I + J)
(=1)"det((n — p)l = J)
= (=1)"det(N'I — J).

—1
—1

Vpeljemo zvezo
N=n—yu.

Spec(J) = (T n21)

o= (0,

Opomba: Spekter lahko izracunamo tudi direktno, ker za k-regularne
erafe velja zveza u;, = k — \;.

Ker je

dobimo



Spekter polnih dvodelnih grafov

Trditev. Spekter polnega dvodelnega grafa K, , je

j:\/i m-l—nQ

Dokaz. Matrika sosednosti grafa Ky, ,, je

Om,m Jm,n
A= [ Jn,m On,n]

Velja rang(A) = 2, saj imamo samo dve razliéni vrstici in od tod
samo dve lastni vrednosti razlicni od 0. Ker je sl(A) = 0 in zato je
vsota lastnih vrednosti ni¢, ena od teh dveh naj bo A in druga —A.
Ce je

Ar = Mz
potem hitro sledi, da je

x:[a,...,a,@,...,ﬁ]T.

\

AB]"

Zdaj iz
[@5,...,71@,@104,...,77@04] Aaj—)\x—[)\oz A NG, B
dobimo
nB=A In ma=M\j
In resimo

A = ++/mn.

Torej je spekter polnega dvolenega grata I, ,,

Spec(Kip,n) = (\/W ! —W)

1 n—-2 1



Spekter regularnih grafov

V k-regularnem grafu ima njegova matrika sosednosti A vsoto vseh

elementov poljubne vrstice ali stolpca enako k. Za Lapalaceovo pa
velja L = kI — A.

Trditev. Ce je G k-reqularen graf, potem velja

1. k je lastna vrednost;

2. Za vsako lastno vrednost A velja |\ < k.

Dokaz. Najbou =[1,1,...,1]". Potem velja
Au = ku,

kar implicira prvo trditev.

Naj bo A poljubna lastna vrednost grafa G in y ustrezni lastni

vektor. Naj bo y; komponenta z najvecjo absolutno vrednostjo. Iz
Ay = Ay dobimo

Potem

Myl =1 D wl < D il < klyl.

v; €N (v;) v; €N (v;)

In od tukaj dobimo, da je
A < k.



Laplaceov spekter regularnih grafov

Trditev. Ce ima G lastne vrednosti k = A\ > --- > )\, in
Laplaceove lastne vrednostt 0 = g < o < -+ < u,, potem je

Ai =k — p

zat1=1,...,n.

Dokaz. Vemo,daje L=D — A=kl — A. Od tuka]

0 = det(ul — L)

det(pul — kI + A)
det((p — k)T + A)
(=1)"det((k = p)I — A)
= (=1)"det(A — A).

Od tukaj dobimo, da je

pi =k — A
in tako tudi velja
0< 1 <o < < ppe
[z \i = k, sledi da je uq = 0. .

10



Absolutni Laplaceov spekter regularnih gra-
fov

Trditev. Lastne vrednosti matrike |L| = kI + A so
U k+ Ay k4 A

Dokaz. Velja |[L| = D + A in od tukaj
0 = det(BI — |L])
det(BI — D — A)
det(6 — kI — A)
(
(

det((8 —k)[ — A)
= det(A — A).

Od tukaj dobimo, da je
Bi=k+ A\

in tako tudi velja

B8 = 2k
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Spekter nepovezanih grafov

Trditev. Ce je G disjunktna unija grafov Gy in Ga, potem je
Spec(G) = Spec(G1) U Spec(Gy) -

Dokaz. Naj bo x lastni vektor za lastno vrednost A grafa G. Ker
je x nenicelni vektor, potem mora biti  nenicelni na G ali G,
torej je x zozen na Gy ali Gy lastni vektor za A € Spec(G) ali
A € Spec(Gy).

Naj bo sedaj x lastni vektor za lastno vrednost A € Spec(Gh)

(podobno za Gs). Ce razdirimo z tako, da je z; = 0 za vse
i € V\ V(Gy), dobimo lastni vektor za A € Spec(G). .
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Kospektralni grafi

Naj bosta grata G; in G5 kot na sliki:

® H

) Graf G ) Graf Go

Slika 1: Kospektralna grafa

Grafa nista izomorfna. Kljub temu imata oba enak spekter:

{=2,1—-v7,-1% 1% 1 4+ V7).

Karakteristicna polinoma matrik sosednosti sta namre¢ v obeh pri-
merih

AT 1O 120 — 2103 — 2402 4+ 10\ + 12,

Takim grafom pravimo kospektralni grafi.

Ce sta dva grafa izomorfna, imata enak spekter. Obratno seveda
ne drzi, kot smo videli v tem zgledu.

Obstajajo stevilne lastnosti grafov, o katerih nam spekter ni¢ ne
pove. Ena taksna lastnost je na primer ravninskost. Graf G je
ravninski, graf G pa ne (saj vsebuje minor grafa Kj).
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Sprehodi in spekter

Sprehod dolzine r v gratu G je zaporedje vozlis¢ vyvivs - - - v, za
katera velja, da je v; v;.1 € E(G) zavse 0 <7 < r. Ce je vy = vy,
takemu sprehodu pravimo obhod.

Trditev. Stevilo sprehodov dolzine k od vozliica v; do vozliséa
v; v grafu G je enako Afj

Dokaz. Trditev bomo dokazali z indukcijo po k. Za k = 0 trditev o¢itno drzi. Ce je
i # jJ, potem sprehodov dolzine 0 med vozliséema v; in v; o¢itno ni. Sprehod dolzine 0 med
v; in v; je en sam (ostanemo “pri miru” v vozliscu v;).

Denimo, da je Afj stevilo sprehodov dolZine k med vozlisS¢ema v; in v;. Sprehodi dozine
k+1 med v; in v; so oblike v; vy, vy, Vg, - - - Vs, v;. Obravnavajmo stevilo sprehodov pri nekem
fiksnem v,,: Ce vy, v; ¢ E(G), potem tak sprehod ne obstaja, torej je odgovor 0. Ce je
v, v; € E(G), potem je sprehodov natanko toliko, kolikor je sprehodov dolzine k med v; in
vUs,.. (V zadnjem koraku gremo po fiksni povezavi vg, v;.)

Vse mozne sprehode dobimo, ko vs, pretece vsa vozlisca grafa G. Seveda sta mnozici
sprehodov pri razlicnih v, disjunktni. Ce je vy, v; € E(G), potem je Ay, v, = 1, sicer je
AUSkvj = 0. Vseh sprehodov med 7 in j je torej

k
E : A'Uivsk 'Avskvj‘

vskEV(G)

To pa je ravno produkt i-te vrstice matrike A* in j-tega stolpca matrike A, torej ravno
AR .
J

Velja: Stevilo poti dolzine n med tockama v, in vy, ki imajo tocko
V. na j-tem koraku, je enako

JjooAn—J
Aac Acb :
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Trditev. Naj bo G enostaven graf z m povezavami in t triko-
tniki. Potem velja:

osl(A) =0;
o sl(A?%) = 2m;
o sl(A?) = 6t.

Dokaz. Ker je G enostaven, ne vsebuje nobene zanke, zato je A;; = 0 za vsak i. Zato
je SI(A) = Z?:l A” = 0.

Naj bo v € V(G) poljubno vozlisé. Edini sprehod dolzine 2 med v in v je oblike v u v, kjer
je u sosed vozliséa v. Takih sprehodov je toliko, kolikor sosedov ima vozlisce v, to pa je

ravno dg(v). Zato je
SI(A%) =) A% = d(v;) = 2m.
i=1 1=1

Naj bo v € V(G). Vsi v,v-sprehodi dolzine 3 so nujno oblike vuw v, kjer so u,v in
w sama razliéna vozlisca. Vsak sprehod je torej trikotnik v grafu G. Stevilo A3 je enako
dvakratniku stevila tistih trikotnikov, v katerih je v; eno od oglisc. Vsak trikotnik smo
namre¢ §teli dvakrat: enkrat kot sprehod vuw v, drugi¢ pa kot sprehod vwuwv. Stevilo
vseh trikotnikov v grafu G dobimo kot vsoto Stevil 242, ko i pretece vsa vozliséa. Toda
pri tem smo vsak trikotnk steli trikrat (vsak trikotnik ima tri oglica in pri vsakega smo ga
enkrat srecali). Zato dobimo

"1
sl(A%) =2) " §A§i = 2(3t) = 6t.
=1
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Spodja trditev je dobro znan rezultat iz linearne algebre.

Trditev. Velja naslednja zveza
sl(AM) =D A7
i=1

Tem vsotam bomo rekli spektraln: momenti in jih oznacevali z
My(G) oziroma z M. 1z zgornje trditve direktno sledi:

Posledica. Naj bodo Ay > Xy > --- > N, lastne vrednosti grafa
G. Potem velja:

OMl(G>=)\1—|—)\2—|—"'+)\n=O,’
o My(G) =N+ A5+ -+ A2 =2m;
o M3(G) =X} + X5+ ---+ \J =6t

Hitro dobimo naslednjo trditev.

Trditev. Naj bodo \y > Xy > --- > N, lastne vrednosti (eno-
stavnega) grafa G. Potem velja (m = |E(G)|):

Z )\Z)\j = —m.

1<i<y<n
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Spekter in dvodelnost grafov

Trditev. Graf G je dvodelen, c¢e in samo ce lastne vrednosti
nastopajo v parih A\, X' tako, da je ' = —\.

Dokaz. Naj bo G dvodelen graf z biparticijo Vi, V5. Definirajmo
vektor y takole

o ri v € Vi,
i = —x; v; € V5.

Zdaj ni tezko videti, da iz Ax = Ax sledi zveza

Ay =—\y.

Za drugo smer obravnhavajmo sled matrike A% ki steje obhode

dolzine k. Ker lastne vrednosti nastopajo v parih A, —A dobimo,
da je sl(A*) = 0, kadar je k liho §tevilo. Torej ni lihih ciklov kar
pomeni da je graf dvodelen.
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Zgornje in spodnje meje

Najvecja in najmanjsa lastna vrednost matrike A imata zanimivo
interpretacijo pri pogojni optimizaciji, sta namre¢ dva ekstrema pri
iskanju maksimuma oz. minimuma kvadratnih form f(z) = z' Ax
pri pogoju ||z|| =1 o0z. 'z = 1.

Trditev. Velja
M(A) = max{z Az} in A\, (A) = min {z' Az}

lz]|=1 =1

Dokaz. Naj bo L(\,z) = f(x) — A\g(z), kjer je g(z) = "2 — 1.
V ekstremnih tockah sta parcialna odvoda po x in A enaka 0. Torej
VLA x) = —g(z) =0,

Tr=1in

VLA z)=2Ax — 2Dz = 0,

kar implicira x

kar implicira, da je Az = Ax oz. da sta x in A lastni vektor in
lastna vrednost matrike A.

Tore]
flx)=a"Az=dz'z =\

in tako dobimo minimum za A = A, in maksimum za A = Ay. "
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Ce je matrika pozitivno semidefinitna (tj. ¢eje o' Ax > 0 za vsak
nenicelen vektor x), potem kot posledico takoj dobimo, da je A,, > 0
oz. da so vse lastne vrednosti nenegativne.

Za x = e;, ko 1 pretece 1,2, ..., n dobimo, da je

An < minfa; b < max{a;} < \p.
1 1

Trditev. Naj bosta 0 in A minimalna in maksimalna stopnja

grafa G. Potem je
0 <\ <A.

Dokaz. Naj bo x lastni vektor, ki ustreza lastni vrednosti A. Naj
bo 7 koordinata, za katero x; doseze najvecjo vrednost. Potem do-
bimo, da je

AT = Z r; < |N(v;)|z; < Awy,
UjEN(UZ‘)

kar nam pokaze Zeljeno zgornjo mejo.
Iz prejsnje trditve velja, da je

T r' Az
A1 = max{zr Ar} = max——.
|z||=1 A0 XX

Iz tega pa dobimo, da je
1'A1 Y7 deg(v;)  2m

A >

>,
— 11 n n
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Premer vs. spekter

Trditev. Naj bo G povezan graf s premerom d. Potem ima G
vsaj d + 1 razlicnih lastnih vrednost:

Dokaz. Naj ima A razlicne lastne vrednosti Aq, ..., \;. Potem je
(A=XI)--- (A= N\I) =0,

tako da je A’ linearna kombinacija I, A, ..., A"!. Toda, ¢eje d(z, y)
= t, potem je (A"),, = 0za 0 <i < t—1in (A"),, > 0, protislovje.
Zato je t > d. .
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