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ZNACILNOSTI POVEZANOSTI VOZLISC GLEDE NA
NJIHOVO STOPNJO

Urban Marovt

1.1 UVOD

Pri analizi omreZij poskuSamo odkriti ¢im vec¢ karakteristik, ki bi ¢im-
bolj natan¢no opisale znacilnosti posameznih grafov, saj Zelimo vsako
omrezje predstaviti z dolo¢enim modelom oz. ga preslikati v model
z dolocenimi znacilnosti, da bi laZje razumeli njegovo strukturo in
obnasanje. Velikokrat nas zanima, v kakSnem odnosu so vozlis¢a, ki
so med seboj povezana. Predvsem nas zanima, ali so si ta med seboj
podobna ali razli¢na. Pravimo, da je omreZje povezano podobno, ce
se povezujejo vozlisca, ki so si po dolo¢enih karakteristikah podobna
(angl. assortative network). V nasprotnem primeru, ¢e je za omreZzje
znacilno, da se vetinoma povezujejo razlicno karakterizirana vozli-
S¢a, pravimo, da je omreZje povezano razlicno (angl. disassortative
network).

Karakteristiko povezovanja je prvi predstavil Mark Newman v iz
leta 2002 [1], kjer je za podobnostno karakteristiko vzel stopnjo vo-
zlis¢, lahko pa vzamemo tudi vmestnost vozlis¢, uteZenost vozlisc,
Stevilo vozlis¢, ki jih lahko doseZemo s k koraki, itd.

Ce za primer in motivacijo vzamemo omreZje poznanstev med lju-
dmi in pogledamo skupino zelo znanih ljudi, kamor spadajo slavni,
voditelji podjetij, politiki, lahko predpostavimo, da bi se le-ti lahko
druzili s komerkoli v omreZju, ¢e bi bilo omreZzje socialnih povezav
sestavljeno naklju¢no. Vendar hitro opazimo, da je tendenca v soci-
alnih omreZjih taksna, da se bolj znani ljudje velikokrat druzijo med
seboj in ne obratno. Ti ljudje predstavljajo v omreZju poznanih ljudi
sredis¢a (angl. hubs) in lahko ugotovimo, da je za socialna omreZja
znacilno povezovanje vozlis¢ s podobno stopnjo [4].
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Za razliko od socialnih omreZzji pa imamo na drugi strani tudi ta-
ksna omreZja, kjer je tendenca ravno obratna in jim pravimo sredis¢no
izogibajoca omreZja (angl. hubs avoiding hubs). Taks$na struktura je
predvsem znacilna za bioloska in tehnoloska vozlisca [6].

V nadaljevanju bomo predstavili tri moZne mere za korelacijo sto-
penj vozlis¢, ki so se razvile skozi ¢as in se med seboj razlikujejo
predvsem po preglodnosti in primerljivosti. Najprej bomo izposta-
vili matriko korelacije stopenj vozlis¢, zatem bomo definirali funkcijo
korelacije stopenj vozlis¢, nato pa Se koeficient korelacije stopenj voz-
lis¢. Znacilnosti vsake mere bomo razloZzili na primerih in poudarili
njihove prednosti in slabosti. Na koncu bomo izpostavli Se anoma-
lijo strukturne zgornje meje, ki govori o omejitvi znacilnosti podob-
nostnega povezovanja in predstavili omreZja, za katera je strukturna
zgornja meja najbolj znacilna.

1.2 DEFINICIJA MATRIKE KORELACIJE STOPEN] VOzLISC

Za definicijo modela predpostavimo, da imamo neusmerjen enosta-
ven graf G, ki je sestavljen iz N vozlis¢ in M povezav, s porazdelitvijo
stopenj vozlis¢ py, kjer je py verjetnost, da bo naklju¢no izbrano vozli-
S¢e stopnje k.

Recimo, da pridemo do posameznega vozlis¢a preko naklju¢no iz-
brane povezave. Opazimo, da stopnja vozlis¢a ni porazdeljena tako
kot py, saj je vecja verjetnost, da kon¢amo v vozlis¢u z visjo stopnjo,
ker lahko do teh vozlis¢ pridemo po vec razlicnih poteh, natan¢neje
k. Od tod sledi, da je stopnja vozlis¢a, do katerega pridemo na ta
nacin enaka porazdelitvi k py in ne samo p;. Na koncu to dobljeno
porazdelitev normaliziramo in dobimo porazdelitev g, ki je enaka

k px
Tk iy (1)
Sedaj definirajmo vrednosti matrike korelacije stopenj vozIis¢ ej, ki
je nasa prva mera za podobnostno karakteristiko omreZzja. Vrednosti
predstavljajo verjetnosti, da poveZemo dve vozlis¢i s stopnjama j in
k. Ta matrika je simetri¢na na neusmerjenih grafih in veljata naslednji
dve enacbi

Y eik=1, (2)
ik

Ze]-k = k. (3)
J
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Na slikah in [3] imamo omreZja z enakim 3tevilom vozlis¢ in
enako porazdelitvijo py, vendar razli¢no karakteristiko med poveza-
nimi vozlis¢i.

Ce je omreZje nevtralno, za graf ni znatilno niti, da se povezujejo
podobna niti razli¢na vozlis¢a in velja, da razporeditev povezovanja
glede na stopnjo vozlis¢ ejx zavzame vrednosti q;q;. Na sliki 1| vidimo
primer nevtralnega omreZja in njegovo pripadajo¢o matriko stopen;j-
ske korelacije. Opazimo, da ni nobenega trenda med povezovanjem
vozlis¢ visoke oz. nizke stopnje.

e 0r ] 0.02
N\

- 0.05

LY & :
DED g\/
/o 5 - - 0.005

0 5 0 5 20

Slika 1: Nevtralno omreZje glede na povezavonje glede na stopnjo
vozlis¢

V nasprotnem primeru pa porazdelitev ej odstopa od prej defini-
rane naklju¢ne porazdelitve in lahko opazimo dolo¢ene omenjene ka-
rakteristike. Na sliki [2| imamo primer omreZja, ki ima karakteristiko
podobnostnega povezovanja vozlis¢. Opazimo lahko, da je porazde-
litev zgosc¢ena na vodilni diagonali matrike, kar predstavlja trend po-
vezovanja vozlis¢ z podobno stopnjo.

%/ )
%@55 |
( </?'*\

- 0.015

- 0.005

L I I a LI O
0 5 ]Ok2]5 20
o0 00

Slika 2: OmreZje, ki ima karakteristiko podobnostnega povezovanja
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Na sliki 3l imamo Se primer omreZja, kjer je porazdelitev zgosc¢ena
po nasportni diagonali, kar predstavlja povezovanje nasprotno karak-
teriziranih vozlis¢ glede na njihovo stopnjo.

r 1 0.02

/ﬁ

5 - - 0.005

- 0.015

o o

Slika 3: Omrezje, ki ima karakteristiko razli¢nostnega povezovanja

Mera, ki jo predstavlja korelacijska matrika, ni najboljsa izbira, saj

je samo od¢itavanje nenatancno, tezko primerljivo, matrika pa lahko
. . . v . K2
vsebuje veliko vrednosti, natancneje —%.

1.3 DEFINICIJA FUNKCIJE KORELACIJE STOPEN] VOzLISC

V primerjavi z zgoraj opisano matriko korelacije stopenj vozlis¢
je potrebno poiskati bolj kompakno in merljivo mero. En nacin, kako
vozlis¢e izrac¢unamo povpre¢no stopnjo vozlis¢ s katerlm je povezan.
To izra¢unamo z naslednjo ena¢bo

1 N
vi) = — ) Ak, (4)
k&

kjer je k;, stopnja specificnega vozlis¢a v; in A matrika sosednosti.
Tako lahko to funkcijo razsirimo na vsa vozlis¢a enake stopnje in do-
bimo funkcijo stopenjske korelacije

k) = Y _K'P(K[K), (5)
k!

kjer je P(k'|k) pogojna verjetnost, da lahko iz vozli¢a s stopnjo k pri-
demo do vozlisca s stopnjo k’. Tako je ky, (k) povrecna stopnja sose-
dov vseh vozlis¢ stopnje k. Sedaj analiziramo podobnost povezanih
vozlis¢ preko razmerja njihove stopnje in vrednosti funkcije stopen;j-
ske korelacije.
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Najprej pogledamo primer, ko imamo nevtralno omreZje. Izracu-
namo vrednost prej definirane pogojne verjetnosti

P(K k) = Sk _ G ke _ o 6
(lF) = i = B B0, ©
Tako lahko izrazimo funkcijo ky;, (k) kot

k Px'
Kgow =Y K=—"-
2 e = 2 Yikipi 7)

Zgornji izraz je popolnoma neodv1sen od parametra funkcije k, zato
je korelacija med k in vrednostjo funkcije k, (k) konstantna. Na sliki 4]
imamo primer grafa funkcije k,, (k) neutralnega omreZzja na logaritm-
skih skalah. Opazimo, da so vrednosti funkcije k,, (k) nabrane okoli
vodoravne Crte.

POWER GRID

100 10 k 102

Slika 4: Graf funkicje ky, (k) za nevralno omrezje.

Za omrezja, ki imajo karakteristiko podobnostnega povezovanja,
vemo, da z ve¢anjem stopnje opazovanjega vozlis¢a, narasca tudi vre-
dnost funkcije ky;, (k). Prikaz tega vidimo na sliki

Nasprotno pa velja za omreZja, kjer se povezujejo vozlis¢a razli¢nih
stopenj. Za njih velja da vrednost funkcije k,, (k) pada, z narag¢anjem
vrednosti k. Rezultat tega vidimo na sliki [6}

Iz slik [¢] [5] [f] izlus¢imo, da lahko dolo¢imo aproksimacijsko vre-
dnost funkcije k,, (k) s pomogjo naslednje enacbe

kyn (k) = akl. (8)
_ Na slikah |4} [5} [f] je graf te funkcije oznagen z zeleno &rtkano Erto.
Ce je parameter p > 0 potem ima omreZje znacilnost podobnostnega
povezovanje, ¢e velja u < 0, potem ima omreZje znacilnost razlicnega
povezovanja. V primeru, da je 4 = 0 pa imamo nevtralno omrezje,
glede na opazovano karakteristiko povezovanja.

13
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SCIENTIFIC COLLABORATION
10;‘ UL | | '

kK | MY
. nc.:| :
10" |

Random prediction —
~0.37

Slika 5: Graf funkcije k,, (k) za omreZzje, ki ima karakteristiko podob-
nostnega povezovanja

METABOLIC NETWORK

S e e R R S e R R B

Random prediction — ]

...k 0.76

L PR R R R MR |

Slika 6: Graf funkcije ky, (k) za omrezje, ki ima karakteristiko razli¢-
nega povezovanja

1.4 DEFINICIJA KOEFICIENTA KORELACIJE STOPEN] VOZLISC

V nasprotju s predpostavko iz enacbe 8} je Mark Newmann v [1] pred-
stavil koeficient korelacije stopenj vozlis¢, ki ne predpostavi da sta
vrednosti k in ky;, (k) odvisni polinomsko, ampak linearno.

Ce je omreZje nevtralno velja enako kot prej, da za porazdelitev
ejx velja ejx = gjqx. V nasprotnem, pa se porazdelitev razlikuje od
omenjenega produkta in lahko izrac¢unamo vrednost znacilnosti po-
vezovanja podobnih oz. razli¢nih vozlis¢ s pomodjo funkcije f(G) =
Yij1j(eij — q:9;)- Ta funkcija zavzame vrednosti blizu 0 za omreZja brez
opisanih znacilnosti, pozitivne vrednosti za tista, kjer opazimo karak-
teristiko povezovanja podobnih vozlis¢ in negativne, ¢e se v omreZju
pogosteje povezujejo vozlisc¢a razli¢nih stopenj. Funkcija zavzame naj-
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veéje vrednosti za grafe, kjer imajo vsa vozlis¢a enako stopnjo (npr.
polni grafi, regularni grafi). V teh primerih za porazdelitev e;; velja
eij = q;%ij, kjer je 6;; Kroneckerjeva delta. Ta vrednost je enaka vre-
dnosti variance porazdelitve gy, ki je 02 = Y1 k*qx — (i kgx)?. Tako
dobimo kon¢no enacbo za nas koeficient r

=y ij(eij —2071'%'). ©)
i v

Vrednost r Pearsonov korelacijski koeficient vozlis¢ na obeh straneh
povezav in zavzame vrednosti med —1 in 1.

V [2] je Mark Newman svojo definicijo podobnostnega koeficienta
prenesel na realna omreZja in predstavil nove modele omreZij. Na
sliki [7 vidimo nekaj primerov omreZji z njihovo velikostjo 7 in izra¢u-
nanim koeficientom korelacije stopenj vozIlis¢ r.

network n T

physics coauthorship® 52909 0.363
g | biology coauthorship® 1520251 0.127
5 | mathematics coauthorship® 253 339 0.120
% film actor collaborations® 449913 0.208
& | company directors? 7673 0.276
= | Internet® 10697 —0.189
| World-Wide Webf 269 504 —0.065
~ | protein interactions® 2115 —0.156
£ | neural network" 307 —0.163

food web! 92 —0.276
1« | random graph" 0
-§ Callaway et al.” 6/(1+ 26)
g | Barabasi and Albert™ 0

Slika 7: Tebela primerov omreZji z njihovo velikostjo n in koeficientom
r.

1.5 STUKTURNE ZGORNJE MEJE

Ceprav je lahko intuitivno, da se v omreZjih kot sta Internet in sve-
tovno medmreZje (angl. World Wide Web), povezujejo vozlis¢a po-
dobnih stopenj, lahko v tabeli na sliki 7] najdemo vrednosti koeficienta
r in opazimo, da v njih prevlada trend povezovanja vozlis¢ razli¢nih
stopen;.

V [3] so avtorji analizirali karakteristiko podobnostnega povezova-
nja v omreZjih scale-free. Predstavili so omejitev strukturne zgornje
meje in dokazali njeno vrednost glede na Stevilo in povprecno stopnjo
vozlis¢.

Na sliki 8| vidimo grafa funkcije ky, (k) za oba omenjena primera
in opazimo, da se vrednosti drugace obnaSajo pri manjsih kot pa pri
velikih stopnjah.

15
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INTERNET WWw

p=0.56 p=-0.82

10 10 100 k 100 10% 10° 10" 10° 10° k 104 10°

Slika 8: Grafa funkcije ky, (k) za internetno omreZje in omreZje svetov-
nega medmreZja.

Do sedaj smo vselej opazovali enostavne grafe, kar pomeni, da ne
vsebujejo vetkratnih povezav med vozligéi in povezav samih vase. Ce-
prav v svetovhem medmreZju ena stran vsebuje vec¢ linkov do druge
strani, imamo v opazovanem omreZju zgolj eno povezavo med vozli-
SCema.

V enostavnih grafih obstaja konflikt med atributom scale-free in
korelacijo stopenj vozlis¢ [5]. Za primer vzemimo graf G z N = 300
in M = 450, kjer imamo dve vozlis¢i najveéjih stopenj k = 55 in
k' = 46. 1z porazdelitve e dobimo pritakovano $tevilo povezav med
opazovanima vozliS¢ema

Ekk’ = ekk’NZiPi‘ (10)
i

Predpostavimo, da je naSe omreZje nevtralno glede na korelacijo
stopenj vozlis¢. Tako je pricakovano Stevilo povezav enako

/ D5 46
o kpxk pk/N — 300300300 = 2.8. (11)

Lilpi 3

Vidimo, da bi med vozlis¢ema pricakovali priblizno dve ali tri pove-
zave, zaradi predpostavke o preprostem grafu, pa je lahko med njima
zgolj ena povezava. TakSnemu pojavu pravimo omejitev strukturne
zgornje meje.

V primeru ko imamo vozli$¢i z nizkima stopnjama k in kK’ nimamo
tezav, saj je tudi pricakovano Stevilo povezav manj on ena. Torej se
teZava pojavi zgolj takrat, ko opazujemo vozlis¢a katerih stopnja pre-
sega doloc¢eno mejo ks, za katere bi pri¢akovali ve¢ kot eno povezavo.

Ce Zelimo analizirati strukturne zgornje meje moramo najprej ugo-
toviti, v katerih grafih se sploh pojavi. Za primerjavo definirajmo
strukturno zgornjo mejo ks in naravno zgornjo mejo Ky, ki predsta-
vlja pricakovano zgornjo mejo stopnje vozlis¢ v omreZju.

Trditev 1.1. Strukturna zgornja meja ks narasca kot ({(k)N) 2,
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y . E o o
Dokaz. Na zacetku definirajmo ryp = #’:’, kjer je Eyp Stevilo pove-

zav med vozlis¢ema stopnje k in k' za k # k' in dvakrat Stevilo po-
vezav med vozlis¢ema za k = k. V imenovalcu nastopa vrednost
mye = min{kNy, K'Ni, NyNp }, ki je najvetje mozno Stevilo povezav
med obema skupinama. Tako lahko na$ koeficient ¢ malo razpi-
Semo in dobimo

oy — B _ (k) exe (12)

Mk min{kpk, k/pk’/ NPkPk'}
Ker je vrednost my najve¢ja vrednost za Ep, potem je vrednost
koeficienta ry vedno manjsa ali enaka 1. Seveda pa to velja samo za

enostavne grafe. Zato smo koeficient ks definirali kot resSitev enacbe

Tkeks = 1.
Opazimo, da ko velja k > Npy in k' > Npy, dobi enacba za koefici-
ent 1 obliko

(k) e .
Npypr

iy = (13)
Za scale-free omreZja so ti pogoji zados¢eni, ko velja k, k' > (aN) #,
kjer je a konstanta odvisna od py. Ta vrednost je manjSa od naravne
meje kmax. Posledi¢no ta vrednost predstavlja spodnjo vrednost za
strukturno mejo, kar pomeni, da vedno ko stopnja vozlis¢ pade pod
to vrednost, velja ry < 1.
Za nevtralna omreZja vemo da velja

kk' pipir
%:w%zj%?. (14)
Tako lahko koeficient ry zapiSemo kot
kk'
Tk = W (15)

Od tod sledi, da ker mora strukturna meja zadostiti pogoju ry/, ima
le-ta obliko

NI—=

ks(N) ~ ((k)N)2. (16)

Opazimo, da je strukturna zgornja meja neodvisna od porazdelitve
stopnje vozlis¢, kar pomeni, da je tudi neodvisna od parametra v v
omreZjih scale-free.

O

1
Za scale-free omreZzja je ta naravna zgornja meja ko = N7-T. Tako
lahko razlikujemo med dvema skupinama omreZij.
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ZNACILNOSTI POVEZANOSTI VOZLISC GLEDE NA NJIHOVO STOPNJO

Prva skupina so omreZja, ki nimajo znacilnosti scale-free omreZij
(7 > 3), kar pomeni, da je ekponent v izrazu za k. vedno manjsi od
%. Od tod pa sledi, da je tudi vedno manjsi od ks.

Druga skupina pa so omreZja z lastnostjo scale-free. Za te pa ve-
lia, da je v < 3 in tako je pricakovana najvecja stopnja vozlis¢ k,ax
lahko ve¢ od vrednost k;. Tako lahko v omreZjih z lastnostjo scale-free
pricakujemo vpliv strukturne zgornje meje.

Vendar znacilnost povezovanja razli¢nih vozlis¢ glede na stopnjo ni
vedno posledica strukturne zgornje meje, zato je potrebno taksno ob-
nasanje zaznati. To lahko storimo z naklju¢nostnim vzdrzevanjem sto-
penj vozlis¢ s pomocjo enostavnih povezav (angl. Degree Preserving
Randomization with Simple Links). Algoritem deluje tako, da izva-
jamo naklju¢nostno vzdrZevanje stopenj vozlis¢ (vzamemo dolo¢eno
Stevilo povezav, jih premeSamo tako, da ohranimo stopnje vozlis¢), po
vsakem koraku pa odstranimo morebitne ve¢kratne povezave. Ce se
po izvajanju algoritma vrednosti funkcij ky,, (k) in k&, 5 (k) ne razliku-
jeta, potem smo zaznali vpliv strukturne zgornje meje. V nasprotnem
primeru, pa lastnost razli¢cnostnega povezovanja izhaja iz drugega ne-
Znanega procesa.

Na sliki [g vidimo dve omreZji, za kateri velja, da sta podobnostno
povezani in nanju ne vpliva strukturna zgornja meja, saj le-ta vpliva
samo na razli¢no povezana omreZja.

SCIENTIFIC COLLABORATION

y=0.16

ACTOR

10%

p=0.34

0 ¥ i 100 4
10° 100 k10 10 10° 10" 10 10% K 10% 105

Slika 9: Grafa funkcije k,,(k) omreZje sodelovanja znanstvenikov in
za omreZje filmskih igralcev .

1.6 ZAKLJUCEK

Pri analizi omreZji Zelimo z dolo¢enimi splo$nimi karakteristikami
vseh omreZij, ¢im natan¢neje opisati posamezne splosne modele. Opi-
sali smo mero podobnostnega povezovanja, kjer nas zanima ali se
med seboj povezujejo karakteristicno podobna ali razli¢na vozlisca.
Mark Newman je leta 2002 v [1] prvi predstavil mero podobnostnega



1.6 ZAKLJUCEK

povezovanja in se osredoto¢il na povezovanje vozlis¢, glede na njihovo
stopnjo.

V besedilu smo pregledali znacilnosti treh mer karakteristike po-
dobnostnega povezovanj, poudarili njihove prednosti in slabosti ter
jih med seboj primerjali. V zaklju¢ku smo predstavili Se pojav struk-
turne zgornje meje in dokazali spodnjo mejo glede na Stevilo in pov-
precno stopnjo vozlis¢ v omrezju.

Karakteristika podobnostnega povezovanja je veliko uporabljena
pri analizi bioloskih in socialnih omreZji, predvsem pri prepoznavanju
potencialnih novih povezav. Vsaka dodatna karakteristika na podro-
¢ju analize omreZji prinese moZznost natancnejSe definicije modelov in
razumevanje razli¢nih pojavov v omreZjih.
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KNESERJEVI GRAFI

Anja Petkovic¢

Kneserjevi grafi so poimenovani po Martinu Kneserju, ki jih je prvi
preuceval leta 1955. Uvedel jih je Lovasz, da je z njimi leta 1978 do-
kazal Kneserjevo domnevo [5]. Pogledali si bomo nekaj zanimivih
lastnosti Kneserjevih grafov, osredoto¢ili pa se bomo na njihovo kro-
maticno Stevilo in si ogledali nekaj korakov v dokazu le-tega. Vec¢ina
informacij je vzeta iz [4], kjer se nahajajo tudi podrobnejsi dokazi tr-
ditev in izrekov.

2.1 OSNOVNE DEFINICIJE

Definicija 2.1. Kneserjev graf je graf, za katerega velja:
e vozliita so r-podmnozice mnoZice {1,2,...,d},
e vozIlisci sta povezani, Ce sta pripadajoci r-podmnozici disjunktni.
Oznatimo ga K(d, r), K., ali KGg,.
Oglejmo si nekaj primerov Kneserjevih grafov.
Zgled 2.2. Nekaj standardnih primerov Kneserjevih grafov:
e K(d,1) je izomorfen polnemu grafu na d vozlis¢ih.

e K(5,2) je izomorfen Petersenovemu grafu. Primer izomorfizma

je na diagramu na sliki

e K(d,2) je komplement povezavnega grafa od polnega grafa Kj.
Razmislimo: V komplementu povezavnega grafa sta dve voz-
lis¢i povezani natanko tedaj, ko v povezavnem grafu L(K;) ni-
sta povezani. Oznacimo vozlis¢a grafa K; z naravnimi Stevili
V(Ky) ={1,2,...,d} in vozli§¢a povezavnega grafa V(L(K;)) =

23
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{2,5}

(3,4} A {1,3}
N
P\

{3,5}

{1,2} {4,5}

Slika 10: Izomorfizem med K(5,2) in Petersenovim grafom.

{{1,2},{1,3},...,{d — 1,d}}, ki predstavljajo neusmerjene po-
vezave polnega grafa K;. Vozlis¢i v povezavnem grafu sta pove-
zani, ko imata pripadajoci povezavi v K; skupno krajisce, torej
ko imata mnoZici, ki ju oznacujeta, neprazen presek. Torej voz-
lis¢i v L(Kj) nista povezani natanko tedaj, ko sta disjunktni, kar
ustreza definiciji Kneserjevega grafa.

e K(d,d —1) je izomorfen grafu brez povezav, K;, saj nobeni dve
(d — 1)-mnozici nista disjunktni. V splo$nem, ¢e velja d < 2r, je
K(d,r) graf brez povezav, zato ponavadi privzamemo, da velja
d > 2r.

e Poseben primer Kneserjevih grafov so Schrijverjevi grafi, ki so
definirani na naslednji na¢in: Vozlis¢a so r-podmnoZice mnoZice
{1,2,...,d}, pri ¢emer velja, da r-podmnozZica ne vsebuje nobe-
nih dveh zaporednih elementov (gledano cikli¢no, torej tudi ne
vsebuje hkrati d in 1). Dve vozlis¢i sta povezani, ¢e sta disjunk-
tni.

2.2 OSNOVNE LASTNOSTI KNESERJEVIH GRAFOV

Oglejmo si nekaj osnovnih lastnosti Kneserjevih grafov K(d, r):



2.3 DELNO BARVAN]JE

e Kneserjevi grafi imajo (‘:) vozlis¢. Vsako vozlisée je krajisce (d;r)

povezav (Stevilo nacinov za izbiro r-podmnozice, ki je disjunk-
tna s prvo). Graf je torej (d;r)—regularen. Od tod zlahka izracu-

namo, da ima %(f)(d;r) povezav.

e Je vozlis¢no in povezavno tranzitiven graf.

e Ceje d < 3r graf nima trikotnikov. To je oitno, saj ne obstajajo
tri paroma disjunktne r-podmnozice. Podobno, ¢e je d > 2r + 2,
graf vsebuje cikel dolZine 4 [3].

o Ce je d > 3r, ima Kneserjev graf Hamiltonski cikel [2]. Tega ne
bomo dokazovali.

e Kromati¢no $tevilo je x(K(d,r)) = d —2r + 2. To dejstvo je prvi
dokazal Lovéasz [5].

e Velikost najve¢je neodvisne mnozice je a(K(d,r)) = (‘Zj) To je
posledica Erdos-Ko-Rado izreka.

Zadnjima dvema lastnostma se bomo Se posebej posvetili. Ker do-
kaz kromati¢nega Stevila ([4]) uporablja topoloske rezultate, si bomo
pogledali le, kako pokazemo zgornjo mejo, torej da velja x(K(d,r)) <
d — 2r 4 2. Zajeli bomo tudi bistvo dokaza Erdos-Ko-Rado izreka, ne-
kaj zoprnih podrobnosti pa bomo izpustili, saj za razumevanje ideje
niso bistvene. Za razumevanje dokazov bomo potrebovali dva nova
pojma, delno barvanje (fractional colouring) in delna klika (fractional cli-
que), ki ju zaporedoma predstavimo v naslednjih dveh razdelkih.

2.3 DELNO BARVAN]JE

Oznacimo z I(G) mnoZico vseh neodvisnih mnozic grafa G, z I(G, u)
pa mnoZico vseh neodvisnih mnoZic, ki vsebujejo vozlisce u.

Definicija 2.3. Delno barvanje grafa G je nenegativna realna funkcija
f:I(G) = R, da za vsako vozlis¢e u € V(G) velja

Yy, f(S)>1

Sel(Gu)

TeZa delnega barvanja je vsota vseh vrednosti. Delno barvanje je regu-
larno, &e za vsako vozlis¢e u € V(G) velja

Yy, f(s)=1

Sel(G,u)

25



26

KNESERJEVI GRAFI

Podobno kot pri (obi¢ajnem) barvanju definiramo delno kromati¢no
Stevilo x*(G) grafa G kot najmanj$a moZna teZa delnega barvanja na
grafu G. IzkaZe se, da je to dobro definirano (dokaz je preko linear-
nega programiranja) in da je vedno racionalno Stevilo.

Oglejmo si primer delnega barvanja.

Zgled 2.4. Definirajmo delno barvanje na ciklu Cs. Graf ima natanko
5 neodvisnih mnoZzic velikosti 2 in vsako vozlis¢e leZi v natanko dveh
takih neodvisnih mnoZicah. Definirajmo nase delno barvanje f na

slededi nacin:
1
5 |IS|=2
f(S) = {2 |. |
0; sicer.

TeZa tega barvanja je 3, vemo pa, da je x(Cs) = 3. Opazimo torej, da

je x*(Cs) < x(Cs). Ali pa to velja v splosnem?

Porodi se torej vprasanje, kaksna je zveza med kromati¢nim Stevi-
lom in delnim kromati¢nim $tevilom. Denimo, da imamo k-barvanje
grafa G. Vsak barvni razred razdeli mnoZico vozlis¢ na k paroma dis-
junktnih mnozic Vq, Vs, ..., V}, njihova unija pa je V(G). Definiramo
sedaj delno barvanje f takole:

1, S=V,zaneki
f(S)Z{ l

0; sicer.

To delno barvanje ima teZo k, torej takoj velja

x*(G) < x(G).

Na prejsSnjem zgledu s ciklom dolZine 5 smo videli, da je delno kro-
maticno Stevilo lahko strogo manjSe od kromati¢nega Stevila. Sedaj
pa predpostavimo, da imamo delno barvanje grafa G z vrednostmi
0 in 1, ki ima teZo k. Tedaj nosilec delnega barvanja tvori k paroma
disjunktnih neodvisnih mnozic Vi, V5,..., V, katerih unija je V(G).
Vsako vozlis¢e u pobarvamo s taksnim i, da je V; mnoZica z najmanj-
sim indeksom, ki vsebuje u. Dobimo pravilno barvanje grafa G, torej
je kromati¢no Stevilo najmanjSa teZa delnega barvanja z vednostmi 0
in 1.

Sedaj si oglejmo, kaj vemo o delnem barvanju na Kneserjevih gra-
fih. Oglejmo si graf K(d,r). Vse r-mnoZice, ki vsebujejo nek izbran
element i € {1,2,...,d} tvorijo neodvisno mnozico velikosti (‘:j) in
vsako vozlisce lezi v natanko r takih neodvisnih mnoZicah. Defini-
ramo delno barvanje f tako, da ima vrednost I na teh neodvisnih
mnoZicah in vrednost 0 na preostalih. Ker je takSnih neodvisnih mno-
zic d (za vsak element ena), je teza tega barvanja %, torej velja

d

X (K@) <.



2.4 DELNA KLIKA

Ta rezultat bo pomemben v nadaljevanju.

Pri delnem barvanju moramo upostevati Se prazno mnozico, ki v
principu je neodvisna mnoZica, torej je za delno barvanje f definirano
tudi f(®). Vendar, ¢e f(@) # 0, lahko definiramo, da je f(®) =
0 in dobimo delno barvanje z manjsSo teZo, torej lahko brez Skode
privzamemo, da je f(®) = 0.

2.4 DELNA KLIKA

Za razliko od obicajne klike, delna klika ni podmnoZica vozlis¢, am-
pak je funkcija.

Definicija 2.5. Delna klika (fractional cliqgue) grafa G je nenegativna re-
alna funkcija f : V(G) — R, tako da za vsako neodvisno mnozico

S C V(G) velja
Y flo) < 1.
vES

TeZa delne klike je vsota vrednosti funkcije.

Podobno lahko definiramo delno klikno stevilo (fractional clique num-
ber) grafa G, ki je najve¢ja moZna teZa delne klike in ga ozna¢imo
w*(G). Ce imamo kliko velikosti k, potem je karakteristi¢na funkcija
te klike tudi delna klika s tezo k, torej velja

w(G) < w*(G),

kjer w(G) oznatuje velikost najvecje klike v grafu G. Neenakost je
lahko tudi stroga, kar nam pokaZe naslednji zgled.

Zgled 2.6. Za graf vzemimo cikel Cs in na njem definiramo delno
Kliko f(v) = 1. TeZa te delne klike je 3, velikost najvegje klike v Cs pa
je 2, torej je neenakost res lahko stroga.

Oznadimo z «(G) najvedjo neodvisno mnozico v grafu G, torej a(G) =

w(G). Velja naslednja lema:

Lema 2.7. Za vsak graf G velja

w*(G) >

Dokaz. Naj bo ¢ delna klika s predpisom g(v) := ﬁc) Naj bo S

poljubna neodvisna mnozica. Velja, da je |S| < a(G), zato je

El
U;g(v) =20 < 1,

in torej je ¢ res delna klika. Lema sledi iz dejstva, da je teza te delne

. V(G
Klike L&, O

27



28

KNESERJEVI GRAFI

Ker vemo, da so Kneserjevi grafi vozlis¢no tranzitivni, nas zanima
tudi naslednja lastnost.

Trditev 2.8. Ce je G vozlig¢no tranzitiven graf, je
w*(G) = —=-

in f(v) = ﬁ je delna klika s to teZo.

Dokaz. Naj bo g nenicelna delna klika grafa G in naj bo v € Aut(G).
Definirajmo funkcijo g7 s predpisom

8" (v) = g(7(v))-

Tudi g7 je delna klika z enako teZo kot g (saj je v avtomorfizem). Tedaj

je tudi
1
g == ). &
|Aut(G)] yeAUt(G)

delna klika z enako teZzo kot g. Ker je G vozlis¢no tranzitiven, je
¢ konstantna na vseh vozlig¢ih iz G. Ce Zelimo, da je konstantna
preslikava ¢ delna klika, mora (zaradi velikosti neodvisnih mnozic
in definicije klike) veljati ¢ < ﬁ, torej ¢ < a(lG)' Po prejsnji lemi
rezultat sledi. O

Velja tudi naslednja lema, ki je ne bomo dokazovali, je pa njen re-
zultat pomemben v nadaljevanju:

Trditev 2.9. Ce je G vozlis¢no tranzitiven graf, velja

[V(G)]

X' (G) < 2(C)

2.5 DUALNOST

Delno barvanje in delno kliko si lahko predstavljamo tudi z matriko.
Naj bo B 0/1-matrika z vrsticami indeksiranimi z vozlis¢i grafa G
in stolpci karakteristicnimi vektorji neodvisnih mnozic. Oglejmo si
primer.

Zgled 2.10. Za graf vzemimo cikel na Stirih vozlis¢ih, C4. Oznacimo
njegova vozlis¢a {1,2,3,4}.

Neodvisne mnozice so (@, {1},{2},{3},{4},{1,4},{2,3}), stolpci
matrike si sledijo v enakem vrstnem redu. Pripadajoc¢a matrika je

10 0 0

oo}

I
oo oo
o~ oo
—_-o O M

01 0
00 0
00 1
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2.5 DUALNOST

Dimenzije matrike so 4 x 7, vrstice namre¢ ustrezajo vozlis¢em, stolpci
pa neodvisnim mnoZzicam.

Oznacimo z 1 vektor samih enic. Nenegativen vektor f, za katerega
velja Bf > 1, to pomeni, da je vsaka koordinata vektorja Bf vsaj 1,
predstavlja delno barvanje. V tem primeru i-ta koordinata vektorja f
predstavlja vrednost delnega barvanja na i-ti neodvisni mnoZici. Ker
delamo s kon¢nimi grafi, je to res stolpec dolZine enake Stevilu ne-
odvisnih mnozic v grafu G. Pogoja sta res ekvivalentna, i-ta kompo-
nenta vektorja Bf predstavlja skalarni produkt med barvanjem f in
i-to vrstico matrike B, torej vrstico, ki pripada i-temu vozlis¢u (v;). Ta
vrstica ima enice na mestih, kjer v; pripada neodvisni mnoZzici in ni-
¢le drugod. Skalarni produkt nam da ravno pogoj za i-to vozlis¢e v
definiciji delnega barvanja.

Podobno je nenegativen vektor g, za katerega velja g’ B < 17, delna
klika grafa G. Zopet i-ta koordinata vektorja ¢ predstavlja vrednost
delne klike v i-tem vozlig¢u. Produkt ¢'B < 1 je sedaj vrstica, na
vsaki komponenti dobimo pogoj za eno neodvisno mnoZico.

S to interpretacijo lahko iskanje x*(G) in w*(G) formuliramo kot
minimizacijski oziroma maksimizacijski problem, ki ju reSujemo z li-
nearnim programiranjem.

Problem 2.11. Problem iskanja delnega kromaticnega stevila x*(G):
min17f
Bf >1
f=0.

Problem 2.12. Problem iskanja delnega klinkega stevila w*(G):

max gT]l
¢’B <1
g =0.

Oba problema sta problema iz linearnega programiranja, Se vec,
problema sta dualna. Ce uporabimo znan Sibki izrek o dualnosti za
linearne programe, dobimo pomemben rezultat:

Trditev 2.13. Za poljuben graf G velja
w*(G) < x*(G).

Ce uporabimo krepki izrek o dualnosti iz linearnega programiranja,
velja celo enakost
w"(G) = x"(G).
Za vozlis¢no tranzitivne grafe lahko o tej enakosti povemo Se nekaj
vel:
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Posledica 2.14. Ce je G vozliséno tranzitiven graf, je

_ V(o))

w*(G) = x*(G) 2G)

Dokaz. Ce uporabimo &ibko dualnost, torej trditev ter lemi |[2.7in
dobimo

Trditev sledi. O

Iz leme [2.7]in iz Sibke dualnosti, torej trditve sledi tudi, da za
vsak graf G velja
V(G)]
a(G)

X(G) <

2.6 CIKLICNI INTERVALNI GRAFI

Z namenom, da kaj povemo o delnem kromati¢nem Stevilu Kneserje-
vih grafov, si ogledamo cikli¢ne intervalne grafe.

Definicija 2.15. Ciklicni intervalni graf C(d,r) je graf dobljen na slede¢
nacin:

e vozlis¢a so cilki¢ni premiki podmnozice {1,2,...,r} v mnoZzici
0 ={1,2,...,d} modulo d,

e dve vozlis¢i sta povezani, ¢e sta pripadajo¢i mnozici disjunktni.

Ze iz same definicije sledi, da je cikli¢ni intervalni graf C(d,r) in-
duciran podgraf v Kneserjevem grafu K(d,r) in da je C(d, r) cikli¢en,
torej tudi vozligéno tranzitiven. Ce je d < 2r je C(d,r) brez povezav,
zato nas zanimajo le taksni, za katere velja d > 2r. V njih lahko karak-
teriziramo maksimalno velikost neodvisne mnoZice.

Trditev 2.16. Ce jed > 2r, je neodvisna mnoZica v C(d, r) velikosti najvec r.
Se ve¢, neodvisna mnoZica velikosti r vsebuje vozlista, ki vsa kot r-mnoZice
vsebujejo isti element j € {1,2,...,d}.

Dokaz. Naj bo S neodvisna mnozica v C(d,r). Ker je C(d,r) voz-
lis¢no tranzitiven, lahko predpostravimo, da S vsebuje r-mnoZzico =
{1,2,...,r}. Naj bo S; mnozica tistih r-mnozic v S, ki vsebujejo 1 in
S; mnoZica tistih -mnoZic v S, ki vsebujejo r.

Naj bo j najmanjsi element, ki leZi v vseh r-mnozicah v S, (tak j
obstaja, ker vemo, da r lezi v vseh mnoZicah iz S;). Najmanjsi element
v vsaki mnoZici iz S, je torej najvec j in ker so najman;jsi elementi za
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vse mnoZice iz S, razli¢ni (imamo le cikli¢ne premike), sledi, da je
|S;| < j. Nadalje ima vsaka r-mnozZica v S; skupen element z vsako
r-mnoZico iz S, in ker so r-mnoZice dobljene cikli¢no, velja, da je j
vsebovan v vseh r-mnozicah iz S; in posledi¢no velja [S1| <7 —j+1.

Ker je d > 2r, se lahko zgodi, da je S1 NS, = {B} (presek je v
splosnem lahko tudi kaj ve¢, zanima nas najslabsi primer). Ker imamo
le cikli¢ne premike, je o¢itno S = S; U S, torej velja:

SI<[S1+[S | =1<(r—j+1)+j-1=r
Ce velja enakost, potem S sestavljajo vozlis¢a v C(d,r), ki vsebujejo
element ;. O

d

7.

Posledica 2.17. Ce je d > 2r, potem velja x*(C(d,r)) =
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Dokaz. Ker je C(d, r) vozlis¢no tranzitiven, po trditvi[z.14]velja x*(C(d,r)) =

%. Po prejsnji trditvi [2.16je velikost najvecje neodvisne mno-

zZice enaka r. Velja |V (C(d,r))| = d, saj so to ravno vsi cikli¢ni premiki.
Ko zdruzimo enakosti, posledica sledi. O

d

?.

Posledica 2.18. Ce je d > 2r, potem velja x*(K(d,r)) =

Dokaz. Videli smo Ze, da je x*(K(d,r)) < %. Ker je C(d,r) podgraf v
Kneserjevem grafu, velja:

T_xcdn) < x @ <?

Torej je x*(K(d,r)) = %.
Da velja neenakost x*(C(d,r)) < x*(K(d,r)) ni povsem o¢itno. V
sposnem velja, da e je ¢ : G — H homomorfizem, potem je x*(G)

<
Xx*(H), a tega ne bomo dokazovali. O

2.7 ERDOS-KO-RADO IZREK

Ko uporabimo izpeljane rezultate na Kneserjevih grafih, dobimo znan
izrek.

Izrek 2.19 (Erdos-Ko-Rado izrek). Naj bo d > 2r. Tedaj velja

w(K(d,r)) = (‘::D

Neodvisna mnoZica velikosti (‘ri:}) vsebuje vse r-podmnoZice, ki vsebujejo

izbran element iz QO = {1,2,...,d}.
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Ideja dokaza. 1z posledice [2.18/ sledi x*(K(d,r)) = 4 in iz trditve

dobimo x*(K(d,r)) = % Preoblikujemo neenakosti in do-

(K (4, 1) = — s VKA = (7).

bimo:

r

In ko razpiSemo po definiciji binomskega simbola:

r(d\ _ r-d! B r-d-(d—1)! _(d-1

d\r) d-rfd—r)! d-r-r—Dd-1-(r-1)) \r—1)
S prestevil¢enjem nato pokaZemo, da so te neodvisne mnoZice ravno
tiste, ki vsebujejo dolocen element iz (). O

Opazimo, da je v izreku predpostavljena stroga neenakost d > 2r.
V primeru enakosti d = 2r, je meja Se vedno veljavna, maksimalna
velikost neodvisne mnozice je (*}') = 1(*). Vendar pa je K(2r,7)

2r—1
izomorfen (2[:11) vozlis¢no disjunktnim kopijam Kjp, zato ima 20

maksimalnih neodvisnih mnoZic in ne le 2r tistih opisanih v izreku.

2.8 HOMOMORFIZMI NA KNESERJEVIH GRAFIH

S pomoc¢jo homomorfizmov bomo izpeljali zgornjo mejo za kroma-
ticno Stevilo Kneserjevih grafov. Zanimivo je tudi dejstvo, da so Kne-
serjevi grafi jedra.

Trditev 2.20. Ce je d > 2r, je Kneserjev graf K(d, ) jedro.

Ideja dokaza. Za poljuben homomorfizem pokaZemo, da je surjekcija:
gledamo presek maksimalnih neodvisnih mnoZic, ki vsebujejo neko
vozlis€e in si pomagamo z Erdos-Ko-Rado izrekom. O

Oglejmo si izrek, ki nam daje poglavitni homomorfizem med Kne-
serjevimi grafi.

Izrek 2.21. Ce je d > 2r in v > 2, obstaja homomorfizem grafov iz grafa
K(d,r)vgraf K(d —2,r—1).

Dokaz. Ceje d = 2r,je K(d,r) & (zrrjll)Kz, ki dopus¢a homomorfizem
v kateri koli graf s povezavo (v posebnem: je dvodelen graf, dopusca
homomorfizem v Kj). Zato lahko sedaj predpostavimo, da je d > 2r
in da gledamo r-mnozice nad mnozico Q) = {1,2,...,d}.

Zlahka najdemo homomorfizem ¢ iz K(d —1,r) v K(d —2,r — 1):
vsako r-mnozico preslikamo v (r — 1)-podmnozico tako, da izbrisemo
najvedji element. Sedaj identificiramo K(d — 1,r) s podgrafom K(d, )
induciranim s tistimi vozlis¢i, ki ne vsebujejo elementa d, in skusamo
raz8iriti ¢ na celoten graf K(d,r).
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Opazimo, da vozlis¢a, na katerih ¢ Se ni definiran (torej tista, ki
so v K(d,r), ne pav K(d —1,r)), vsa vsebujejo element d, torej niso
disjunktna in tvorijo neodvisno mnozico, ozna¢imo jo z S. Naj bo S;
mnoZica vozlis¢, ki vsebujejo elemented, d — 1, ..., d —i+1, ne vsebu-
jejo pa elementa d — i. MnoZice Sy, ..., S; tvorijo particijo (razdelitev)
mnoZice S.

Sedaj postopoma definiramo ¢ : K(d,r) — K(d —2,7r —1). Ce je
a € S1, postavimo ¢(a) = a\ {d}. Cejei > 1in a € S;, potem velja
d—i ¢ a. Potem ¢(a) dobimo tako, da iz a izbrisemo d in zamenjamo
d—1zd—i.

Preverimo, ali je funkcija smiselno definirana. Ce je & € S, vemo,
da « ne vsebuje elementa d — 1. Sledi ¢(a) = a \ {d} je mnoZica mo¢i
r —11in ne vsebuje niti d niti d — 1, torej je (r — 1)-podmnozica mnoZice
{1,2,...,d —2}. Ce jei>1inwa € S;, potem smo zbrisali ven tako d
kot d — 1 in dodali en nov element, spet dobimo (7 — 1)-podmnozico
mnozice {1,2,...,d —2}.

Preverimo Se, ¢e se povezave slikajo v povezave. Denimo, da sta
vozlis¢i x in y v grafu K(d,r) povezani, torej sta pripadajo¢i mnozici
disjunktni. Ker sta povezani, ne moreta obe vsebovati elementa 4.
Ce nobeno od vozlid¢ x in y ne vsebuje d, potem ¢ le zbrise najvedji
element iz vsake mnozZice, vozlis¢i ostaneta disjunktni in torej sta sliki
@(x) in @(y) povezani. Sedaj predpostavimo, da eno od vozlis¢ (brez
skode je to x) vsebuje element d. Vozlis¢u y smo zgolj zbrisali najvedji
element in ostane disjunkten z vozliS$¢em x. V primeru, da je x € Sy,
smo le zbrisali d in x ter y ostaneta disjunktni mnoZici, torej sliki
povezani. Ce paje x € S; zai > 1, potem smo poleg brisanja d (ki
ocitno ne pokvari disjunktnosti) dodali Se element d — i. Problem bi
nastal, ¢e y vsebuje d —i. Vendar pa vemo, da je prej x vseboval vse
elemente d,d —1,...,d — i+ 1in ker sta x in y disjunktni mnozici, je
najvedji moZen element, ki ga lahko y vsebuje, enak d — i. Torej, Ce je y
vseboval d — i, je bil to gotovo najvecji element in smo ga s ¢ izbrisali,
torej ¢(y) gotovo ne vsebuje d — i, kar pa pomeni, da sta sliki ¢(x) in
¢(y) disjunktni kot mnozici in torej vozli$¢i povezani. O

Posledica 2.22. Za Kneserjev graf K(d, r) velja
x(K(d,r)) <d—2r+2.

Dokaz. Ko zaporedoma (r — 1)-krat uporabimo zgornji izrek do-
bimo kompozitum homomorfizmov K(d,r) — K(d —2r +2,1). Ker je
K(d —2r+2,1) poln graf na d — 2r + 2 vozli§¢ih, dobimo

x(K(d,r)) <d—2r+2.
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Tako smo pokazali zgornjo mejo za kromati¢no Stevilo za Kneser-
jeve grafe. Da pokaZemo tudi spodnjo mejo, si pomagamo s Borsuko-
vim izrekom iz topologije. Natancen dokaz je v [4], ki se naslanja na
Béardnyjev dokaz Kneserjeve domneve [1].
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MERE CENTRALNOSTI

Rok Fortuna

3.1 UVOD

Ce poznamo strukturo omreZja lahko iz nje izratunamo marsikatere
uporabne mere, ki kvantificirajo razli¢ne lastnosti omreZja. Dostikrat
nas zanimajo pomembna vozlis¢a v omrezju. Pri tem nam pomagajo
mere centralnosti (angl. centrality measures). Veliko idej kako pre-
poznati pomembna vozliS¢a v omreZju izvira iz podro¢ja analize soci-
alnih omreZij, uporabljajo pa se tudi v racunalnistvu, biologiji, fiziki
itd.

Ideje, ki jih bomo matemati¢no opisali v nadaljevanju temeljijo na
sledecih lastnostih vozlis¢:

e zmoznost komuniciranja vozlis¢a z drugimi,
e razdalja vozlis¢a od vecine drugih vozlis¢,

e med koliko vozlis¢i se neko vozlis¢e nahaja.

3.2 PREPROSTE MERE CENTRALNOSTI

Najbolj preprosta mera centralnosti je stopnja vozlis¢a. Dostikrat je to
zelo ustrezna in uporabna mera. V socialnih omreZjih imajo posame-
zniki z veliko povezavami naceloma velik vpliv oz. velik dostop do
informacij.

V mnogih primerih je bolje uporabiti kakSno drugo mero central-
nosti. Ce imamo omreZje v katerem vozlis¢a med seboj komunicirajo
(npr. prometno omreZje) in nas zanimajo vozlis¢a prek katerih poteka
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najve¢ komunikacije, potem lahko hitro vidimo, da je stopnja vozlis¢a
neustrezna mera centralnosti. Ustrezna izbira za mero centralnosti je
npr. vmesnostna centralnost (angl. betweenness centrality). Za po-
samezno vozlis¢e se izracuna kot Stevilo najkrajSih poti (med vsemi
ostalimi pari vozlis¢), na katerih to vozlis¢e leZi. Vecina algoritmov, ki
ratunajo vmesnostno centralnost ima ¢asovno zahtevnost reda O(n?).
Leta 2001 je bil odkrit algoritem s ¢asovno zahtevnostjo O(nm) [6],
kar je v realnosti (ker so omreZja redki grafi) bistveno bolje.

Pogosto se uporablja tudi blizinska centralnost, pri kateri so najbolj
pomembna vozlis¢a tista, ki so najblizja ostalim. Za posamezno vo-
zliS¢e se izracuna kot obratna vrednost vsote razdalj do vseh ostalih
vozlis¢.

Preprostost teh treh pristopov pa za mnoge aplikacije omreZne zna-
nosti ni dovolj. Zlasti se veliko uporabljajo spektralne metode, med
katerimi je najbolj znan PageRank [g]. V nadaljevanju bomo natanc¢-
neje preucili spektralne metode za izrac¢un centralnosti [2].

3.3 SPEKTRALNA CENTRALNOST

Spektralna centralnost temelji na ideji, da je vozlis¢e pomembno, ce
je povezano z drugimi pomembnimi vozlis¢i. Koncept spektralnih
metod si lahko predstavljamo na slede¢ nac¢in. Namesto, da vozlis¢u
damo tocke za vsakega soseda, ki ga ima (kot pri centralnosti glede
na stopnje), mu damo tocke glede na to, koliko tock imajo njegovi
sosedi [5].

Za nadaljne izpeljave potrebujemo slede¢ Perron-Frobeniusev za ne-
reducibilne matrike. To so matrike, ki jih s permutiranjem vrstic in
stolpcev ne moremo transformirati v blo¢no zgornje trikotno matriko.
V primeru matrike sosednosti nereducibilnost pomeni, da imamo bo-
disi neusmerjen graf, ali pa da je usmerjen graf krepko povezan.

Izrek 3.1 (Perron-Frobenius). Naj bo A nereducibilna nenegativna kva-
dratna matrika p(A) = r njen spektralni radij (najvecja lastna vrednost).
Potem drZijo naslednje trditve:

e Stevilo r je pozitivno realno stevilo.
e Kratnost r-ja kot nicle karakteristicnega polinoma je 1.
o Lastni vektor pripadajoC lastni vrednosti r je pozitiven.

Nadaljujmo s spektralno centralnostjo. Naj bo A matrika sosedno-
sti krepko povezanega grafa in naj bo x(0) vektor zacetne razdelitve
centralnosti. Nato izra¢cunamo:

x(1); =) Aijx(0);,
i
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kjer je A;; element matrike sosednosti. V primeru usmerjenega grafa
je Ajj = 1, Ce obstaja usmerjena povezava od j do i, sicer je 0. Ce ta
postopek ponovimo t-krat, dobimo

x(t) = A'x(0).

Vsako mnoZenje vektorja z matriko sosednosti vsakemu vozlis¢u
dodeli vsoto vrednosti sosedov. Predpostavimo, da se x(0) da zapisati
kot linearna kombinacija lastnih vektorjev matrike A

x(0) = Z Civj,

kjer je v; i-ti lastni vektor in c; neka konstanta. Naj bo A; najvecja
lastna vrednost matrike A (iz Perron-Frobeniusevega izreka vemo, da
je ena sama). Potem

A
x(t) = A"Y coj =) Ao =M ZQ(A—;) : (17)
i i i

Kerje Aj/A1 < 1zavsaki # 1, gredo vsi ¢leni zgornje vsote proti
0, ko t — oo in gre x(t) — c;A{v;. Kar pomeni, da je vektor, ki ga
dobimo proporcionalen vodilnemu lastnemu vektorju.

To je ravno postopek iteracije mo¢i (angl. power iteration), s kate-
rim iS¢emo lastni vektor matrike sosednosti, ki pripada po absolutni
vrednosti najvedji lastni vrednosti [5]. Pogoj postopka iteracije moci
za konvergenco je, da zacetni vektor in vektor ki ga iS¢emo nista or-
togonalna. Iz Perron-Frobeniusevega izreka vemo, da bo vektor, ki
ga iS¢emo pozitiven, zato lahko za zacetni vektor izberemo katerikoli
pozitiven vektor npr. x(0); = 1 za vse i. Vektor, ki ga dobimo torej
ustreza enacbi:

Ax = Ax,

kjer je i-ta komponenta x ravno centralnost i-tega vozliSca. ReSitev
bi lahko dobili tudi z ra¢unanjem inverza matrike, kar pa je v praksi
racunsko prezahtevno.

V teoriji se lahko spektralna centralnost uporablja za usmerjena
in neusmerjena omreZja [3]. Kljub temu, pa se najbolje obnese pri
neusmerjenih omrezjih. Problem pri usmerjenih omreZjih nastane
Ze pri matriki A, ki je nesimetri¢na. Zaradi nesimetri¢nosti Perron-
Frobeniusev ne velja in posledi¢no nimamo zagotovljene konvergence
pri postopku iteracije moc¢i [1].

Poglejmo si primer, ko spektralna centralnost ne deluje, kot bi si
Zeleli. 1z slike 11}, vidimo, da ima vozlis¢e A po spektralni centralnosti
vrednost 0. S tem ni ni¢ narobe, saj je smiselno, da imajo vozlis¢a,
na katere noben ne kaZe nobeno drugo vozlis¢e centralnost 0. Ce
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Slika 11: Del usmerjenega omreZja.

pogledamo drugo vozlis¢e B, vidimo, da nanj kaZe le vozlis¢e A, ki pa
ima centralnost 0, zato ima tudi B centralnost 0. Ta pojav bi se lahko
razsirjal skozi generacije vozlis¢ in bi na koncu imeli veliko vozlis¢, ki
bi imelo neupraviceno centralnost 0. V naslednjem razdelku si bomo
ogledali mero centralnosti, ki opisane teZzave odpravlja.
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3.4 KATZOVA CENTRALNOST

Katzova centralnost naslavlja probleme spektralne centralnosti in jih
reSuje na slede¢ nacin. Vsakemu vozlis¢u da nekaj centralnosti za-
stonj, ne glede na strukturo omreZja. Katzova centralnost je definirana
kot

Xi =& ZAl]x] + ﬁ,
j

kjer je A;; element matrike sosednosti, a parameter, ki kontrolira prvi
¢len vsote in B konstanta (centralnost, ki jo vsako vozlis¢e dobi za-
stonj).

V vektorski obliki ena¢bo zapisemo kot

x =aAx+ B,
kjer je 1 vektor enic. Ce izrazimo x dobimo

(e e]

x=p(I—aA) - 1=8Y (xA).

i=0

Iz zgornje enacbe je razvidno, da je Katzova centralnost vozlisca
ekvivalentna Stevilu poti v grafu, ki doseZejo to vozlisce.

Ko je &« = 0, potem del s spektralno centralnostjo odpade in do-
bijo vsa vozlis¢a centralnost B. Ko a ve¢amo, se manjSa ucinek B in
daljse poti dobivajo vedji vpliv na centralnost. Ko je det(I —aA) =0,
potem matrika (I — xA) postane neobrnljiva. To povzro¢i divergenco
centralnosti. Matrika I — a A prvic¢ postane neobrnljiva, kojea =1/A,
kjer je A najve¢ja lastna vrednost matrike A. To lahko vidimo, ¢e
enacbo det(I —aA) = 0 preoblikujemo v karakteristi¢tno enatbo za A
: det(A —a~'I) = 0. Ce enatimo a~! = A, vidimo da bo najmanjsa
vrednost «, da zadanemo lastno vrednost, ravno 1/A, kjer je A najve-
¢ja lastna vrednost. V praksi tako izberemo parameter o« < 1/A.

Podobno kot spektralna centralnost, pa ima tudi Katzova central-
nost pomankljivosti pri usmerjenih grafih. Problem se pojavi pri vo-
zlis¢ih, ki imajo visoko vrednost Katzove centralnosti. Vozlis¢a na
katera taka vozlis¢a kaZejo, dobijo celotno njihovo centralnost. To v
praksi pomeni, da vsa vozlis¢a na katera kaZe neko pomembno voz-
lis¢e postanejo prav tako zelo pomembna, ¢eprav so mogoce le ena
izmed mnogih. Zeleli bi si, da vsa vozlis¢a na katere kaZe pomembno
vozliS¢e dobijo le deleZ te pomembnosti. Te teZave odpravlja Page-
Rank, algoritem, ki ga podjetje Google uporablja v svojem iskalniku.
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3.5 PAGERANK

PageRank naslavlja problem Katzove centralnosti, poleg tega pa imajo
vrednosti centralnosti lep verjetnostni pomen. PageRank uporablja
stolpitno stohastitno matriko S, Kjer je S;; = A;;/d;, kjer je d; stopnja
vozlis¢a j (v primeru usmerjenega grafa izhodna stopnja). S tem re-
Suje problem pri Katzovi centralnosti, da se je iz vozlis¢a v vse njegove
sosede prenesla celotna centralnost [4].

PageRank uporablja t.i. "Googlovo matriko":

G=aS+(1- (x)%E,
kjer je S stohasticna matrika definirana zgoraj, 0 < a < 1 poljuben
parameter in E matrika samih enic.

Preprost premislek nam pokaZe, da ker je S stolpi¢no stohasti¢na, je
tudi G stolpi¢no stohasti¢na [1]. S tem ko smo pristeli polno matriko
E, smo dobili pozitivno matriko G (nima nicelnih vrednosti). Za po-
zitivne stolpi¢no stohasti¢ne matrike nam pride prav sledeca razlicica
Perron-Frobeniusovega izreka.

Izrek 3.2 (Perron-Frobenius). Naj bo A pozitivna stolpicno stohasticna
kvadratna matrika. Potem drZijo naslednje trditve:

e Stevilo 1 je lastna vrednost matrika A kratnosti ena.

e Stevilo 1 je najvecja lastna vrednost, vse ostale so po absolutni vredno-
sti manjse od 1.

e Obstaja natanko en lastni vektor pripadajoc lastni vrednosti 1 tak, da
se njegove komponente sestejejo v 1.

Zgornje lastnosti nam ponovno omogocajo, da izratunamo Zeljen
lastni vektor s pomoc¢jo metode power iteration.

Pomen vrednosti centralnosti PageRank je povezan z naklju¢nimi
sprehodi po omreZju. Ce se nek sprehajalec sprehaja po omrezju do-
volj dolgo ¢asa, nam vrednost x; v dobljenem lastnem vektorju nam
pove verjetnost, da bo v tem trenutku na strani i. Parameter a v enacbi
matrike G ima pomen verjetnosti, da bo sprehajalec v nekem trenutku,
ko je na neki strani dejansko sledil eni izmed povezav na tej strani, v
nasprotnem primeru bo (z verjetnostjo 1 — a) skocil na poljubno stran
v omreZju. Parameter « je ponavadi izbran kot 0.85 [1].
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V realnosti za razli¢ne probleme izbiramo razli¢ne mere centralnosti.
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Slika 12: Primer obnaSanja mer centralnosti.

vozlis¢e lastnost
A najvisja spektralna centralnost
B najvisja vmesnostna centralnost
C najvisja blizinska centralnost
D najvisja centralnost glede na stopnjo vozlis¢a

Tabela 13: Vozlis¢a iz grafa [12in njihove lastnosti.

Slika [12| prikazuje majhno umetno omreZje prikazuje in najbolj po-
membna vozlis¢a v njem glede na razli¢ne mere centralnosti. 1z tabele
ki pripada grafu na sliki [12} lahko vidimo, da vmestnostna central-
nost favorizira vozlis¢a na sredini grafa zato je najbolj pomembno
prerezno vozlis¢e. Blizinska centralnost favorizira vozlis¢a, ki so naj-
bliZje vecini vozlis¢ in je zato podobna vmesnostni centralnosti, le da
ne poudarja toliko prereznih vozlis¢.
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3.6.1  OmreZje sodelovanja igralcev

V omreZju sodelovanja igralcev (vir [8]) sta dva igralca povezana, e
sta skupaj igrala v vsaj enem filmu. Z merami centralnosti lahko ugo-
tovimo, kateri igralci so glede na te mere najbolj pomembni. Sledijo
rezultati mer centralnosti, ki smo jih pridobili z uporabo program-
skega orodja SnapPy [7].

igralec centralnost glede na stopnje
Davis, Mark 0.044918
Sanders, Alex 0.034949
North, Peter 0.034319
Marcus, Mr. 0.033459
Tedeschi, Tony 0.032142
Dough, Jon 0.031798
Stone, Lee 0.031225
Voyeur, Vince 0.030537
Lawrence, Joel 0.028647
Steele, Lexington 0.028646

Tabela 14: 10 najbolj pomembnih igralcev glede na stopnje vozlis¢.

igralec vmesnostna centralnost
Jeremy, Ron 0.000665
Jackie, Chan 0.000321
Cruz, Penelope 0.000295
Shahlavi, Darren 0.000293
Del Rosario, Monsour 0.000291
Depardieu, Gerrard 0.000275
Bachchan, Amitabh 0.000175
Jackson, Samuel L. 0.000173
Soulalem, Zinedine 0.000162
Del Rio, Olivia 0.000158

Tabela 15: 10 najbolj pomembnih igralcev glede na vmesnostno
centralnost.

Iz tabele [14] lahko vidimo, da nam stopnja vozlis¢a kot mera cen-
tralnosti ne da rezultatov, kot bi jih Zeleli. Zeleli bi, da so najbolj
pomembni igralci iz Hollywoodske filmske industrije, kar je v tem
primeru delno res, vendar je kljub temu med najbolj pomembnimi
igralci dosti neznanih imen.

Vmesnostna centralnost naredi bolj pomembna vozlis¢a, ki so na
vec najkrajsih poteh med ostalimi pari vozlis¢. Iz seznama |15/ lahko
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igralec PageRank centralnost
Hanks, Tom 0.000665
Jackson, Samuel L. 0.000647
Goldberg, Whoopi 0.000611
Stiller, Ben 0.000565
Davis, Mark 0.000551
Lopez, Jennifer 0.000546
Berland, Francois 0.000544
Berry, Halle 0.000540
Diaz, Cameron 0.000518
Travolta, John 0.000490

Tabela 16: 10 najbolj pomembnih igralcev glede na PageRank.

razberemo, da je med najbolj pomembnimi igralci veliko igralcev, ki
povezujejo razli¢ne svetove. Npr. Jackie Chan povezuje kitajsko film-
sko industrijo in Hollywood, Gerard Depardieu Evropo s Hollywoo-
dom itd. Tako vidimo, da je vmesnostna centralnost za doloc¢ene pri-
mere zelo smiselna mera.

PageRank nam po pricakovanjih da najbolj smiselne rezultate. Ve-
¢ina najbolj pomembnih igralcev po meri PageRank je znanih Holly-
woodskih igralcev.

OmreZje sodelovanja igralcev je neusmerjen graf, zato se prednosti
PageRanka ne pokaZejo popolnoma. V primeru spleta bi dobili Se
boljse rezultate.
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STRUKTURA SLUCAJNIH GRAFOV V
ERDOS-RENYIJEVEM MODELU

Vid Smrke

4.1 UVOD

Vecino omreZji v sodobnem svetu sestavlja ogromna koli¢ina podat-
kov. Klasi¢ni primeri zajemajo omreZzja, ki jih tvorijo spletne strani,
omreZja telefonskih klicev, socialna omrezja, omreZja letalskih linij,
modeli epidemij in podobno. Veliko lastnosti teh velikih grafov, ki so
plod primerov iz resni¢nega Zivljenja, se da razumeti s pomocjo Stu-
dije slucajnih grafov. Za velike grafe porojene naprimer iz zgornjih
primerov so znacilne naslednje lastnosti.

e Stopnja vecine vozlis¢ je zelo majhna v primerjavi z velikostjo
celotnega grafa; naprimer na socialnih omrezjih (facebook) — ve-
¢ina oseb ima majhno Stevilo prijateljev v primerjavi s stevilom
vseh profilov na facebooku.

e V grafu je nekaj vozlis¢ z zelo veliko stopnjo; nekaj oseb — na-
primer kaksen zelo priljubljen $portnik ali glasbenik — ima zelo
veliko prijateljev.

e Majhen svet (small world). Vozlis¢a so si zelo blizu (razdaljo
med vozlis¢ema definiramo z najmanjSim Stevilom povezav, ki
lo¢i dani vozligei). Ce bi recimo iz celotnega omreZja facebooka
izluscili vse slovenske uporabnike, bi bila ta lastnost verjetno
dobro vidna — v Sloveniji prakti¢cno vsakdo pozna vsakogar ali
pa vsaj pozna nekoga, ki dano osebo pozna.

e Tranzitivnost — prijatelj mojega prijatelja je moj prijatelj. To se-
veda implicira cikle.
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Zgornje lastnosti so za grafe, ki jih porodijo nekateri primeri iz pra-
kse, intuitivno pricakovane. Ker Zelimo velike grafe Studirati s pomo-
¢jo slucajnih grafov, bi bilo ugodno, ¢e bi imeli le ti tudi zgornje lastno-
sti, ali ¢e bi lahko vsaj z neko verjetnostjo rekli, kdaj jih imajo in kdaj
ne. Seveda je tudi od primera do primera odvisno kaksne lastnosti
pri¢akujemo od nasega grafa. Ce naprimer $tudiramo epidemologki
model, v grafu ne Zelimo imeti ciklov (nekdo, ki je bolezen prebolel, je
bodisi umrl, bodisi je postal na bolezen imun, torej ne more Se enkrat
zboleti). Pogosto je torej smiselno privzeti neke omejitve. Obstajajo
Stevilni modeli sluc¢ajnih grafov. Mi se bomo posvetili najbolj osnov-
nemu in kronolosko gledano prvemu modelu. Ogledali si bomo nekaj
njegovih osnovnih lastnosti in premislili kaksno zgradbo grafa lahko
pric¢akujemo v odvisnosti od dolocenih parametrov.

4.2 ERDOS-RENYIJEV MODEL

Na zacetku razvoja teorije sluc¢ajnih grafov (v sredini dvajsetega stole-
tja) sta madZzarska matematika Paul Erd6s in Alfréd Rényi [3] razvila
dva modela. Prvi model je slucajni graf na danem Stevilu vozlis¢ in z
danim Stevilom povezav definiral kot naklju¢no izbran element mno-
zice G(n, m) vseh grafov na n vozlis¢ih z m povezavami. Drugi model,
ki je dozivel precej vedji razvoj in kateremu se bomo posvetili tudi mi,
je vpeljan na slede¢ nacin.

Najbon € Nin p € [0,1]. Z G(n, p) oznalimo verjetnostni prostor,
katerega dogodki so neusmerjeni grafi na n vozlis¢ih, v katerih sta
vsaki dve vozlis¢i povezani z verjetnostjo p neodvisno od ostalih voz-
lig¢. Kot vemo ima graf na n vozlis¢ih najve¢ N = (3) povezav. Mo¢
mnoZice dogodkov je torej enaka 2V. Z G, ozna¢imo konkreten do-
godek iz te mnoZice.

Zgled 4.1. V G(n,p) ima poln graf verjetnost p" - vsak par vozli&¢
je povezan z verjetnostjo p, parov vozlis¢ je N in dogodki »vozlisc¢i
i in j sta povezani« so za 1 < i < j < N neodvisni. Podobno ima

prazen graf verjetnost (1 — p)N. Graf z m povezavami ima verjetnost
NN (1 ANt o T cranTn mmsmcr <] 33
G

povezana, ostala so nepovezana.

Opomba 4.2. Nekatere lastnosti slu¢ajnih grafov lahko zaradi njihove
konstrukcije obravnavamo kot slucajne spremenljivke. Stopnja posa-
meznega vozlis¢a v danem modelu ima naprimer binomsko porazde-
litev s parametroma n — 1 in p. Je namre¢ vsota n — 1 neodvisnih
Bernoullijevih slucajnih spremenljivk. Vsako vozlis¢e ima potemta-
kem pri¢akovano stopnjo (n —1)p z varianco (n — 1)p(1 — p).
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Kot omenjeno Ze v prvem poglavju, bi Zeleli, da imajo slucajni grafi
neke tipi¢ne lastnosti velikih grafov in morda neke specifi¢ne lastno-
sti, ki jih zahteva konkreten primer. Glede na konstrukcijo grafov v
obravnavanem modelu se ne zdi, da bi bilo lahko napovedati lastnosti
slucajnega grafa, preden bi dejansko imeli pred seboj nek konkreten
graf.

4.2.1  Procesi razvejanja

Ogledali si bomo, kaj lahko povemo o nekaterih lastnostih grafa (pred-
vsem kar se ti¢e njegove strukture), ko Stevilo vozlis¢ posljemo proti
neskonénosti. Pri tem ohranimo verjetnost p fiksno.

Razvoj rodovnih funkcij se je zacel s Sirom Francisom Galtonom
leta 1871 [4]. Zanimala ga je verjetnost izumrtja rodbine pri naslednjih
predpostavkah. Za¢nemo z eno osebo. Ta oseba ima ni¢, enega, dva
...potomca z verjetnostmi py, p1, p2 ...Njegovi potomci bodo imeli
spet slucajno Stevilo potomcev in tako naprej. Oznacimo z Xy = 1
zacetno stanje rodbine in naj bo X Stevilo potomcev v k-ti generaciji.
Naj bo A = {dogodek da rodbina izumre}; to pomeni, da obstaja tak
k < oo, daje X; = 0.

Zgled 4.3. V spodnjem primeru [17]je Xo=1, X; = 2in X, = 3.

Tabela 17: Proces razvejanja

Opomba 4.4. Takemu procesu re¢emo proces razvejanja.

Za to, da rodbina pri predpostavki, da ima koren k potomcev, izu-
mre, mora izumreti vseh k podrodbin (to je poddreves). Velja torej

P(A|X; = k) = P(A)X.

Vsako izmed k-tih poddreves izumre z enako verjetnostjo. Pri tem
predpostavljamo neodvisnost med poddrevesi (to je disjunktnimi pod-
drevesi). Ce v zgornji enacbi obe strani pomnozimo s P(X; = k) in ju
seStejemo po k, dobimo naslednjo enakost

Y P(A|X; =k)-P(X; =k) = Y_ P(A)*- P(X; = k).

k=0 k=0
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Po formuli za popolno verjetnost, je leva stran enaka P(A), torej je

P(A) = i P(A¥. P(X; = k).
k=0

Definicija 4.5. Naj bo X nenegativna celostevilska slucajna spremen-
ljivka. Rodovno funkcijo ¢x(s) definiramo kot poten¢no vrsto:

gx(s) = Y sP(X = k).
k=0

Ce z 77 oznatimo P(A), je verjetnost izumrtja rodbine fiksna to¢ka

ustrezne rodovne funkcije.

1 = 8x, (1), Ker je gx, (s) = }_ pi-s*
k=0
Za nadaljne sklepe moramo povedati nekaj osnovnih lastnosti ro-

dovnih funkcij. Hitro lahko izpeljemo naslednje enakosti:

e Definirajmo slucajno spremenljivko s* kot funkcijo slu¢ajne spre-
menljivke X: f(X) = s*X. Rodovna funkcija gx(s) je po de-
finiciji enaka pri¢akovani vrednosti slucajne spremenljivke s*:

gx(s) = E(s*);
e ¢x(0)=0°-P(X=0)=P(X=0);

o ¢5(1) = E(X), sajje gk(s) = E(X -sX71);

e Ce imata dve slu¢ajni spremenljivki enako porazdleitev, imata
tudi enako rodovno funkcijo.

Trditev 4.6. Naj bosta X in Y nenegativni celostevilski slucajni spremen-
ljivki. Ce sta neodvisni, je

gx+v(s) = gx(s) - gv(s).

Dokaz. Dokaz temelji na enakosti gx(s) = E(sX). Upostevamo e
predpostavko o neodvisnosti.

gx+v(s) = E(s*Y) = E(s* -s") =

= E(s%) - E(sY) = gx(s) - gv(s).
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Izrek 4.7. Naj bo T nenegativna celostevilska sluc¢ajna spremenljivka, ki je
neodvisna od zaporedja neodvisnih enako porazdeljenih nenegativnih celoste-
vilskih sluéajnih spremenljivk Z1,Z, ... Ozna¢imo X = Y1, Z; in naj bodo
g7, 8T in gx rodovne funkcije slucajnih spremenljivk Z;, T in X. Potem velja
8x(s) = (8r08z)(s) = gr(8z(s))-
Dokaz.
gx(s) = E(s%)

Uporabimo formulo za popolno pri¢akovano vrednost.

E(sX|T = n)P(T = n)

™
o
o)

I
agk:

2
I
o

E(s?1t20|T = n)P(T = n).

I
gk

3
Il
o

Upostevamo, da so Zj,Z;... neodvisne od T. Tako je seveda od T
neodvisna tudi njihova vsota.

Z E(SZ1+...+Zn|T — Tl)P(T _ Tl) _ Z E(SZ1+...+Z,,)P(T _ 1’1).
n=0 n=0

Uporabimo prejsnjo trditev in definicijo rodovne funkcije.

[e0]

) E(s7 ) P(T=n)= Y [s2()]" - P(T = n) = gr(s2(s)).

n=0 n=0
O

Zdaj, ko imamo osnovno orodje za delo z rodovnimi funkcijami, se
lahko vrnemo k verjetnosti izumrtja procesa razvejanja (oziroma rod-
bine). Definirajmo Z; ; kot Stevilo otrok [-tega vozlis¢a v k-ti generaciji.
Tako kot za zacetno vozlis¢e predpostavimo:

P(Zk,l = Z) =pi Za 1= 0,1,2..

Velja torej
Xypy1 = Z Zn I

Oznadimo gx, (s) = gn(s). Ker smo predpostavili, da je Xg = 1, velja
go(s) = s. Predpostavimo lahko, da je Stevilo vozlis¢ v n-ti generaciji
neodvisno od tega, koliko imajo vozliS¢a v tej generaciji otrok — to je
Xy jeneodvisnaod Z,, 1, Z, 3, ... 1z zgornjega izreka in zveze med X, 1
in Zj i torej neposredno sledi spodnja enakost.

gn+1(s) = gn(gzk,l(s))-
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Zy je za vsak k in [ enako porazdeljen in je porazdeljen enako kot
X;. Oznagimo rodovno funkcijo X kar z g(s) = Y5>, px - s* Zgornjo
enakost lahko prepiSemo v

8n+1(s) = gn(8(s))-
Lema 4.8. Pri zgoraj vpeljanih oznakah, velja enakost g,11(s) = g(gn)(s).

Dokaz. Z veckratno uporabo zgornje enakosti in Se nekaj poznanih
enakosti dobimo

gnt1(s) = gnog(s) =---=go(go---0g)(s) =

= 0(8" 1) (s) = §"F1(s) = 8(80(8"))(s) = g(8n)(s)-
0

Izrek 4.9 (Generating functions). 7 = P(rodbina izumre) je najmanjsa
nenegationa fiksna tocka funkcije g(s).

Dokaz. Najbo A, = {rodbina je izumrla do n-te generacije} = {X,, =
0}. Ce je rodbina izumrla do i-te generacije, je seveda izumrla tudi
do j-te generacije za vsak j > i, torej Ay C Ay C -+ in A = U2 | Ay
Potemtakem je

P(A) = lim P(Ag).

k—ro0
Iz ene od osnovnih lastnosti rodovnih funkcij dobimo P(Ay) = P(Xy =
0) = gx(0). Ce na obeh straneh te enakosti pogljemo k v neskon¢nost,
dobimo

7= lim gi(0).
—00
Upostevamo lemo.
7= lm gi41(0) = lim ¢(gx(0)).
—00 k—o0
Ker je ¢ zvezna v okolici nicle, lahko limito nesemo v funkcijo.
lim g(gx(0)) = g(lim gi(0)) = g ().
—00 k—o0

Pokazimo Se, da je 17 najmanjsa nenegativna fiksna tocka funkcije g.
Ker je 7 verjetnost, je gotovo nenegativna. Hkrati lahko hitro opazimo,
da je ¢ na nenegativnih $tevilih gotovo nepadajoca, torej ¢(0) < g(7).
Naj bo 17" neka druga nenegativna fiksna tocka funkcije g.

g(0) < g(n') =1"
8(8(0)) < g(n') = 1"
Ce nadaljujemo s komponiranjem na obeh straneh, v limiti dobimo
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Opomba 4.10. To, da je verjetnost izumrtja fiksna tocka ustrezne ro-
dovne funkcije, smo z osnovnimi prijemi verjetnosti pokazali Ze na
zacetku razdelka. Zdaj smo s pomo¢jo znanja o rodovnih funkcijah
pokazali Se, da je to najmanjSa nenegativna fiksna tocka.

Opazimo lahko, da nenegativna fiksna tocka funkcije ¢ vedno ob-
staja, saj je g rodovna funkcija in zanjo potemtakem velja g(1) = 1. Ce
g nima manjSe fiksne tocke od 1, bo torej rodbina zagotovo izumrla.

Za dokaz izreka bomo potrebovali Taylorjev izrek [5], ki je bolj
splosna oblika dobro znanega Lagrangevega izreka [6]. Povejmo ga
brez dokaza.

Izrek 4.11 (Taylor). Naj bo k > 1 celo $tevilo in naj bo funkcija f : R — R
k-krat odvedljiva v neki tocki a € R. Potem obstaja funkcija hy : R — R,
da velja

£x) = fa) + f @) —a) + ZD ez

+ f_(kli!(a) (x — ) + I (x) (x — a)k.

Pri tem je limy_,, hy(x) = 0.

Definirajmo pricakovano $tevilo potomcev vsakega posameznika v
drevesu.

pi=Y k- pg
k=0

Izrek 4.12 (Galton-Watson main theorems). Ce porazdelitev slucajnih
spremenljivk Zy; ni oblike py = 1 in p; = 0 za vsak i # 1, ima enacba
¢(s) = s eno ali dve resitvi. Ce je u > 1, obstaja enoli¢na resitev s = < 1.
Ce je u < 1, je edina resitev s = 1.

Opomba 4.13. Upostevajo¢ prejsnji izrek, to pomeni, da je verjetnost
izumrtja gotova (to je, je enaka 1) natanko tedaj, ko je u < 1 oziroma,
da je verjetnost izumrtja manjSa od 1 natanko tedaj, ko je p > 1.

Dokaz. Osredototimo se na interval [0,1]. Z izra¢unom drugega od-
voda funkcije g lahko hitro preverimo, da je ¢ konveksna na [0, 1]

§'(s) =Y k(k—1)s"2-py >0zas € [0,1].
k=0

Ocitno je funkcija g tudi strogo narascajoca in prav tak je tudi njen
odvod, saj po predpostavki izvzamemo edino porazdelitev $tevila po-
tomcev, ki bi to preprecevala. Po eni izmed osnovnih lastnosti rodov-
nih funkcij, dobimo enakost g'(1) = Y32 k- 1571 pp = p. Oglejmo
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si najprej primer, ko je # < 1. Denimo, da obstaja 0 < a < 1,
da je g(a) = a. Ker je g zvezna v a in 1 ter odvedljiva v vsaki
to¢ki na (a,1), po Lagrageovem izreku obstaja totka b € (a,1), da
je ¢(1) —g(a) = ¢'(b)(1 —a). Upostevsi, da sta a in 1 fiksni tocki
funkcije g, dobimo ¢’(b) = 1. To pa ni v redu, saj je g’ strogo narasca-
jocain u = ¢'(1) < 1 po predpostavki.

Denimo zdaj, daje u > 1. Ce je pg = 0, ima enacba g(s) = s reitvi
s = 1lins = 0. Ker je g strogo konveksna, drugih reSitev ni. Naj
bo torej g(0) = pp > 0. Uporabimo Taylorjev izrek za funkcijo g in
upostevamo, daje s € (0,1).

g(s)=g()+¢(M)(s—1)+---

=g +pus—1)+--<g(l)+(s—1) =5,

za nek s dovolj blizu 1 - tako blizu, da je morebitni negativni del
zanemarjenega ostanka Taylorjeve vrste po absolutni vrednosti manjsi
od vsote pozitivhega zanemarjenega dela Taylorjeve vrste in razlike,
ki jo pridelamo z oceno p-ja. Tedaj torej velja strogi neenacaj v zgornji
enalbi. Ozna¢imo ta dovolj velik s z s*. Velja torej ¢(0) —0 > 0 in
p(s*) —s* < Oters* € (0,1). Kerje g(s) — s zvezna, obstaja t € (0,s*),
daje g(t) —t=0. O

4.2.2  Povezava procesov razvejanja in slucajnih grafov

Vrnimo se zdaj k slu¢ajnim grafom in poskusimo razbrati, kaj smo v
bistvu ugotovili. V primeru Erdés-Rényijevega modela je graf, ki je
element mnozice G(n, p), skonstruiran tako, da vzamemo n vozli§¢ in
med vsakima dvema vozliS¢ema naredimo povezavo z verjetnostjo p
neodvisno. Ce si torej izberemo nek koren (neko konkretno vozlisce),
lahko konstrukcijo ena¢imo s procesom razvejanja. Koren bo imel z
verjetnostjo (1 — p)"~! ni¢ otrok, z verjetnostjo p(1 — p)" 2 enega in
tako naprej. Enako velja za vse njegove morebitne otroke. V tem
primeru je

n
p= Lk pt-p)
=0

Oziroma ko posljemo Stevilo vozlis¢ proti neskon¢nosti

p=Y k-pfa-pr*
k=0

Ce je < 1, se bo proces razvejanja ustavil z verjetnostjo 1. Slucajni
graf bo torej za majhne p sestavljen iz disjunktnih dreves. Erdés in
Rényi sta pokazala [7], da to velja za 0 < p < 1/n. Ceje u > 1,
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se bo proces razvejanja koncal z verjetnostjo manjso od 1. V tem pri-
meru lahko torej pricakujemo, da se bodo v grafu zacela pojavljati vse
veCja drevesa in s¢asoma tudi cikli oziroma splosne velike povezane
komponente.

4.2.3 Zgled — epidemoloski model

Oglejmo si epidemoloski model Reeda in Frosta [8]]. Predpostavimo,
da imamo populacijo velikosti 7.

e Na zacetku je okuZena ena oseba.

e Oseba, ki je okuZena bolezen bodisi preZivi in postane imuna,
bodisi zaradi bolezni umre — v vsakem primeru je odstranjena
iz modela.

e Zdrave osebe, se od okuZene osebe nalezejo z verjetnostjo p, ne-
odvisno od drugih okuzb.

Ta model lahko obravnavamo s pomocjo Erdés-Rényijevih grafov. Pri
izbruhu epidemije nas zanima predvsem nejna pri¢akovana razse-
Znost (to je kako hitro se bo bolezen S§irila in koliko bo okuZenih).
V skladu s tem namre¢ zdravstvene ustanove sprejemajo ukrepe za
njeno zajezitev. Na podlagi dosedanjega Sirjenja bolezni in podatkov
iz preteklosti lahko dolo¢imo verjetnost p, da se posameznik naleze
od okuZenega osebka. To je torej verjetnost v Erd6s-Rényijevem mo-
delu. RazseZnost epidemije bo enaka velikosti povezane komponente
v G(n, p); ta bo ena sama, saj smo po predpostavki zaleli z eno oku-
7eno osebo. Ce bo p < 1/ se bo okuZilo majhno $tevilo oseb — proces
razvejanja se bo ustavil.

4.2.4 Zakljucek

Ogledali smo si najosnovnejsi model slu¢ajnih grafov. Ceprav se na
podlagi vpeljave modela zdi, da o njegovi strukturi ne moremo pove-
dati veliko, nam rodovne funkcije omogocajo pridobiti kar nekaj in-
formacij. Konstrukcijo slucajnega grafa lahko namre¢ ena¢imo s pro-
cesom razvejanja. Na podlagi rezultatov o rodovnih funkcijah, smo
zmozni napovedati kako povezan bo nek slucajni graf in kaksne bodo
njegove povezane komponente (to je naprimer ali bo graf gozd in ali
bo morda vseboval cikle). Na koncu smo si ogledali Se primer upo-
rabe izpeljanih rezultatov.
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PROBLEM STIRIH BARV

Larisa Gosten¢nik

51 UVOD

Leta 1852 je juZnoafriski matematik Francis Guthrie barval zemljevid
angleskih grofij tako, da sta bili grofiji, ki imata skupno mejo, po-
barvani z razlicnima barvama. Pri tem je ugotovil, da za barvanje
celotnega zemljevida zadostujejo Ze samo Stiri barve. To je v pismu
opisal tudi svojemu bratu Fredericku, ki je bil Student Augustusa de
Morgana na univerzi v Londonu, ki mu je problem tudi predstavil.
Tako je nastal znameniti izrek Stirih barv, ki pravi, da so Stiri barve
dovolj, da pobarvamo poljuben zemljevid, kjer so sosednje kompo-
nente zemljevida razli¢nih barv. Poglavje je strukturirano tako, da
si v prvem podrazdelku |5.2| ogledamo podoben problem, ki pravi, da
lahko poljuben zemljevid pobarvamo s petimi barvami. V drugem po-
drazdelku [5.3| definiramo pojem neizogibne konfiguracije in se sezna-
nimo z novo idejo, kako dobiti neizogibno mnozico konfiguracij. V
tretjem podrazdelku [5.4| definiramo reducibilnost konfiguracij, obrav-
navamo C in D-reducibilnost ter dokaZemo, da je Birkhoffov diamant
C-reducibilen. V cetrtem, zadnjem podrazdelku pa predstavimo
idejo dokaza izreka o $tirih barvah bolj podrobno.

5.1.1  Problem stirih barv

Nasa naloga je, da pobarvamo zemljevid s samo Stirimi barvami. Oc¢i-
tno je videti, da so tri barve premalo za taksno barvanje. Prav tako je
dokaj enostavno pokazati, da je pet barv dovolj, kar bomo pokazali v
nadaljevanju. Pred kon¢nim dokazom samega izreka o Stirih barvah
je obstajalo veliko nepravilnih verzij le tega. Eno izmed njih je leta
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1879 napisal Kempe in je kar 11 let veljala za pravilno. Drugo je leta
1890 predstavil Tait in je veljala za pravilno 1 leto, dokler je ni ovrgel
Tutte.

5.1.2 Prevedba na problem v teorijo grafov

Problem stirih barv se da prevesti tudi v teorijo grafov in ga z njeno
pomogjo tudi dokazati. Zemljevidi so ravninski grafi, zato so dualni
grafi zemljevidov tudi ravninski grafi. Tem grafom nato barvamo
vozlis¢a, ki nadomestijo lica zemljevida in Zelimo, da je kromati¢no
Stevilo novih grafov manjSe ali enako 4. Dual ravninskega grafa je
ravninski, vendar pa ni nujno enostavni. Ce odstanimo vetkratne po-
vezave in zanke se kromati¢no Stevilo grafa ne spremeni, zato obrav-
navamo le enostavne grafe. Prav tako se bomo osredoto¢ili le na trian-
gulacije, to so ravninski grafi, katerih lica so trikotniki. To naredimo
zato, ker lahko poljuben enostavni graf na vsaj treh to¢kah dopolnimo
do triangulacije z dodajanjem novih povezav. Ce bomo vozlis¢a tako
dobljene triangulacije lahko pobarvali s $tirimi barvami, bomo s 3ti-
rimi barvami lahko pobarvali tudi osnovni graf, saj se z brisanjem
povezav samo zmanjsuje Stevilo omejitev pri barvanju. Omenimo Se
ocitno dejstvo, da so grafi z manj kot tremi tockami 4-obarvljivi.

5.2 PROBLEM PETIH BARV

Trditev 5.1. Naj bo ny Stevilo vozliS¢ stopnje k v triangulaciji T. Potem
velja

Y (6 —k)n =12.

k>2

Dokaz. Vemo, da velja n = ) -, n;. Dalje, ¢e je d; stopnja vozlisca
i,i=1,2,...,n potem velja 2¢ = Y1 d;, Ker je e stevilo povezav
grafa T. Predpostavimo, da velja d; = k za vse i € [ in d; # k za
vse druge i. To pomeni, da je I mnoZica vseh vozlis¢ stopnje k v
triangulaciji T. Potem velja enakost Y ;c;d; = k|I|. Ker velja |I| = n,
sledi Y 7' 1 d; = Y >y kny. V triangulaciji T je vsako lice dolzine 3. Ce
seStejemo vse povézave vseh lic, dobimo vsoto 3f. V tem izracunu
je vsaka povezava Steta dvakrat, saj je vsaka povezava na robu dveh
lic. Torej je 3f = 2e in dobimo 3f = } -, kng. Ob uporabi Eulerjeve
formule n — e + f = 2 dobimo:

1 1
an—Eank—f—ngﬂk:Z.

k>2 k>2 k>2

Ko to formulo poenostavimo, dobimo Zeleno formulo iz trditve. [
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Posledica 5.2. Vsaka triangulacija T vsebuje vsaj eno vozlisce stopnje 2, 3,
4 alis.

Dokaz. 1z zgornje trditve vemo, da velja enatba Y3_, (6 — k)ny — Zk>6 (k—6)n, =
12. Ce prenesemo drugo vsoto na desno stran enacbe, dobimo Zk , (6 —k)n =
124 Y >4 (k — 6)1g. Desna stran enalbe je vedno pozitivna, zato mora

biti tudi leva. Torej mora biti ny > 1 za vsajen k =2, 3, 4, 5. O

Sedaj lahko s pomoc¢jo zgornje posledice dokaZemo izrek o petih
barvah.

Izrek 5.3. Vsaka triangulacija je 5-obarvljiva.

Dokaz. 1zrek dokazujemo s protislovijem. Predpostavimo, da vsaka
triangulacija ni 5-obarvljiva. T naj bo tak minimalni protiprimer. Po
prejsnji posledici vemo, da T vsebuje vsaj eno vozlisc¢e stopnje 2, 3, 4
ali 5. Poglejmo si primer za vsako vozlis¢e posebej:

o T vsebuje vozlisce v stopnje 2. Ker je T enostavni graf, je izomorfen
K3 in je o¢itno 5-obarvljiv.

o T vsebuje vozlisce v stopnje 3. T — v je triangulacija, ki je o¢itno
5-obarvljiva. Pobarvamo jo lahko s tremi barvami, vozliS¢e v
pa s Cetrto barvo in tako imamo 5-barvanje grafa T in nimamo
minimalnega protiprimera.

o T vsebuje vozlisce v stopnje 4. T — v ni triangulacija, zato mu
dodamo dodatno povezavo. T — v z dodano povezavo lahko
pobarvamo s Stirimi barvami, vozlis¢e v pa s peto barvo in tako
T ima 5-barvanje in ni minimalni protiprimer.

Tv

Tabela 18: Na sliki vidimo primer barvanja za graf T — v, kjer je v
vozlisce stopnje 4.

o T vsebuje vozlisce v stopnje 5. Vozlis¢a grafa T — v so pobarvana
z razliénimi barvami cjcpczcacs. Radi bi se znebili ene barve.
Pogledamo si podgraf H,., grafa T — v. To je graf induciran z
vozlis¢i, pobarvanimi z barvama c; in c3. To¢ki u; in u3 sta na
isti povezani komponenti grafa H,,, ¢e obstaja v T — v pot od
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Tabela 19: Na sliki vidimo primer barvanja za graf T — v, kjer je v

vozlisce stopnje 5.

u1 do ugz, ki poteka le po vozlis¢ih pobarvanih z barvama c; in
c3. Tej poti re¢emo veriga. Ce u; in u3 nista na isti povezani
komponenti grafa H.,.,, lahko vozlis¢u uz zamenjamo barvo in
ga pobarvamo z barvo c;. Tako imamo 4-barvanje grafa T — v
in s tem tudi 5-barvanje grafa T. Podobno velja za tocki us, us
in podgraf Hc,.;. Do tezave pridemo, ce obstajata hkrati verigi
c1c3 in c)cs, kar vidimo na sliki 3. T je triangulacija, zato obstaja

Tv

Tabela 20: Verigi cic3 in cacs.

takSna vloZitev grafa T — v v ravnino, da T — v nima povezav
znotraj cikla. Verigi cic3 in cyc5 se morata nekje sekati. Ker
je T — v ravninski, se morata sekata v vozlis¢u. To ni mozno,
saj bi potem moralo biti to vozlis¢e pobarvano z dvema razli¢-
nima barvama. Torej obe verigi ne moreta hkrati obstajati in eni
tocki na grafu T — v lahko vedno spremenimo barvo in tako do-
bimo 4-barvanje. VozliS¢e v pobarvamo s peto barvo in imamo
5-barvanje.

O]

Te verige imenujemo Kempejeve verige. Kempejev dokaz izreka
o Stirih barvah je deloval na istem principu verig kot dokaz o petih
barvah. Pri vozlis¢ih stopnje 2 in 3 je dokaz trivialen, pri vozli¢ih
stopnje 4 uporabimo argument z verigami, zaplete pa se pri vozlis¢ih
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stopnje 5. Vemo, da za cikel okrog vozlis¢a v zadostujejo 4 barve.
Zanima nas, kaj naredimo, ¢e pride do situacije, kjer se v ciklu ne
moremo znebiti Se ene dodatne barve. Imamo verigi upus in uouy.
Ker so vozlis¢a uy, u4 in ue povezana z verigami ne moremo izlociti
nobene izmed barv ¢, c4 in ¢g. Opazimo, da med u3 in us zagotovo ni
verige, zato lahko vozlis¢e uz pobarvamo z barvo cs. Prav tako med
vozli$¢i 1y in ugz ni verige, zato lahko u; pobarvamo z barvo c4. Tako
smo se na 5-ciklu znebili barve c; in c3. Vendar verigi med vozlisci
upus in upuy vsebujeta isto barvo, zato se lahko v sekata v vozlis¢ih
pobarvanih s cp. Tako lahko dobimo novo verigo med vozlis¢ema u4
in uy, ki sta obe pobarvani z barvo c4, kar nam onemogoci zamenjavo
barve ¢; na u;. Tako ne moremo dobiti 4-barvanja grafa T. Vidimo,
da je Kempejev dokaz za izrek Stirih barv res napacen. Kljub temu,
pa se njegova ideja o verigah uporablja v pravilnem dokazu. Da bi ga
lahko dokazali pa se moramo seznaniti z novimi idejami in pojmi, ki
so uporabljeni v kon¢nem, pravilnem dokazu.

5.3 NEIZOGIBNE KONFIGURACIJE

Definicija 5.4. Konfiguracija v triangulaciji je del triangulacije, ki lezi
v nekem ciklu. Stevilo vozli$¢ v tem ciklu imenujemo velikost cikla.

Definicija 5.5. MnozZico konfiguracij imenujemo neizogibna, ¢e v vsaki
triangulaciji nastopa vsaj ena izmed konfiguracij te mnoZice.

Vemo Ze, da je mnoZica vozlis¢ stopnje 2, 3, 4 in 5 neizogibna mno-
zica konfiguracij. Cilj dokaza izreka o $tirih barvah je bil poiskati
taksno neizogibno mnozico konfiguracij, da bi lahko za vsak element
te mnoZice pokazali, da ne nastopa v minimalnem protiprimeru, kar
pomeni, da tak protiprimer ne obstaja. To smo naredili Ze za primer
5-barvanja. Za vozli¢a stopnje manj od 5 je to enostavno pokazati,
za vozliS¢a stopnje 5 pa je Ze precej zahtevno. Zato bi bilo potrebno
poiskati konfiguracije, ki bi jo nadomestile. Taka mnoZica bi morala
biti neizogibna.

Nova ideja, kako dobimo neizogibno mnoZico konfiguracij se ime-
nuje prenasanje naboja, ki si jo je zamislil Heesch. Da dokaZemo, da
je mnozica neizogibna, dokazujemo s protislovjem. Predpostavimo,
da obstaja graf, ki ne vsebuje nobene konfiguracije iz te mnozZice. Vo-
zliS¢em grafa priredimo Stevila, ki jih poimenujemo naboji. Vsota
vseh nabojev v grafu je pozitivno Stevilo. V nadaljnem prenasamo
naboje med sosednjimi vozli§¢i tako, da se celoten naboj ohranja. Ce
lahko ob predpostavki, da triangulacija ne vsebuje nobene konfigura-
cije iz naSe mnoZzice poiS¢emo tak postopek prenaSanja naboja, da v
nasem grafu najdemo konfiguracijo iz zacetne mnoZice konfiguracij,
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smo prisli v protislovje. Tako je za¢etna mnoZica resni¢no neizogibna
mnozica konfiguracij.

5.4 REDUCIBILNOST

Definicija 5.6. Konfiguracija je reducibilna, ¢e ne more biti vsebovana
v nobenem minimalnem protiprimeru.

V primeru Kempejevih verig smo videli kako reduciramo vozlisca
stopnje 2, 3, 4 in 5 v primeru 5-barvanja. V nadaljevanju bomo poka-
zali kako reduciramo bolj zapletene konfiguracije. Predstavili bomo
C-reducibilnost in D-reducibilnost in si ta pojma pogledali na primeru
Birkhofovega diamanta.

s

N

Uy

N

Ug un

Tabela 21: Birkhoffov diamant

Najprej bi se lotili naivne metode za dolocanje reducibilnosti. Osredo-
to¢imo se na cikel, ki vsebuje konfiguracijo. To je cikel uquyuzugusue.
Ker ne vemo, kako izgleda triangulacija izven tega cikla, preverimo
vsa mozna barvanja pri 4-barvanju cikla T — C. Ce se da T pobarvati
s 4 barvami, potem ta konfiguracija je reducibilna. Naj bo T’ triangu-
lacija brez konfiguracije, T = T — C. Barvamo T": ccqcacscacs. Sedaj
moramo pobarvati Se samo konfiguracijo znotraj cikla, torej vozlis¢a v.
Pobarvamo jih z barvami cic3cscr in imamo 4-barvanje Birkhofovega
diamanta. Obstajajo pa barvanja cikla, ki jih ne moremo prenesti na
cel T. Taksno barvanje je cacicaciczer. Vozliséi vp in vy sta obe pove-
zani z vozlis¢i, ki sta pobarvani z barvama ¢ in ¢3. 1z tega sledi, da
morata biti pobarvani z barvama c; ali c4. Ker sta vozlis¢i v, in v4 sose-
dni, lahko brez skode za splosnost pobarvamo v; s ¢ in v4 s ¢4. Tako
je vozlis¢e v3 sosedno z vozlis¢i, ki so pobarvane z vsemi Stirimi bar-
vami, zato ga moramo pobarvati s peto barvo in nimamo 4-barvanja.
Na tem mestu si pomagamo s Kempejevimi verigami. Pogledamo si
podgraf Hc,,, induciran z vozlis¢i, pobarvanimi z barvama c; in cy.
Obravnavamo tri razliéne moZnosti:
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e Vozlis¢e u4 je v razli¢ni komponenti kot uy in ug. Vozlis¢u uy
tako lahko spremenimo barvo in ga pobarvamo s c4. Potem so
vozliS¢a v pobarvana z barvami czcacicy in imamo 4-barvanje
grafa T.

e Vozlisce uy je v isti komponenti kot u, a v drugi komponenti kot
ug. Tako lahko vozlisu ug spremenimo barvo in ga pobarvamo
z barvo c4 in imamo 4-barvanje grafa T.

e Vozlis€a uy, ug, ug so vsa v isti komponenti. Potem 13 ne more
biti v isti komponenti kot u; ali us. Tako lahko zamenjamo barvo
vozli$¢a uz in ga pobarvamo z barvo c; in vozliS¢a v pobarvamo
z barvami c4c3cscy. Spet imamo 4-barvanje.

Ce je konfiguracija reducibilna preko naivne metode ali Kempejevih
verig, re¢emo da je D-reducibilna. Testiranje reducibilnosti na ta na¢in
je sicer preprosto, a lahko ima veliko ¢asovno zahtevnost. Velja tudi,
da niso vse konfiguracije D-reducibilne. Tako lahko preverjamo redu-
cibilnost Se na tretji na¢in. Iz T odstranimo konfiguracijo C, za katero
Zelimo pokazati, da je reducibilna. Nato v T — C identificiramo dolo-
¢ena vozlisca v ciklu konfiguracije in dodamo nove povezave, da do-
bimo novo triangulacijo T'. Za to triangulacijo T’ bo veljalo, da lahko
njeno poljubno 4-barvanje razsirimo na T — C. Ce se to 4-barvanje raz-
siri na T vemo, da je C reducibilna. Konfiguracije, ki so reducibilne
na ta nac¢in imenujemo C-reducibilne in pojem C-reducibilnost.

Poglejmo to idejo na primeru Birkhoffovega diamanta. Na sliki 5
odstranimo konfiguracijo in nato identificiramo vozlis¢a u3 in us ter
dodamo povezavo med u; in u3, da dobimo triangulacijo. Na sliki

Tabela 22: Slika nam prikazuje, kako dobimo novo triangulacijo.

6 pobarvamo T’ s $tirimi barvami in nato prenesemo to barvanje na
cikel, ki vsebuje konfiguracijo in nato na cel Birkhoffov diamant.

Lema 5.7. Birkhoffov diamant je C-reducibilen.

Dokaz. Obstaja 6 razli¢nih barvanj vozli$¢ uqupusususue v grafu T' =
T — C. Ta so: C1C2C3C1C2, C1C2C3C2C2Cn, C1C2C3C4Cp, C1C2C3C4C4, C1C2C3C1Cy,
C102C3C2¢4. Za vsa barvanja se da enostavno pokazati, da se jih da raz-
Siriti na 4-barvanje na T. Problem nastane pri barvanju cjcaczcpcr. Ker

67



68 PROBLEM STIRIH BARV

Tabela 23: Prenos barvanja triangulacije na Birkhoffov diamant.

ne gre na naiven nacin producirati 4-barvanja, se tega lotimo s pomo-
¢jo Kempejevih verig. Gledamo podgraf H,,.,, induciran z barvama
cy in ¢4. Spet obravnavamo razli¢ne moznosti. Ce so Up, Uy, Ug VSE
v isti komponenti, potem u; in us spadata k razli¢cnim komponentam
H,¢, in lahko vozlis¢e us pobarvamo z barvo c;. Vozlis¢a v tako po-
barvamo s c4cicsc3. Tako dobimo barvanje vozlis¢ u v Birkhoffovem
diamantu cjcpcscacico in njegovo 4-barvanje. Ce up ni v isti kompo-
nenti kot uy in ug, lahko uy pobarvamo s ¢4 in vozlis¢éa v s c3cacicy.
Tako dobimo 4-barvanje. Podobno obravnavamo primer, ko ug ni v
isti komponenti kot u5 in uy. Ce vozlis¢e 1y ni v isti komponenti kot
uy ali ug, potem pobarvamo u; in ug z barvo c4 in dobimo barvanje
vozlis¢ v c3cacscr. Tako dobimo barvanje vozlis¢ u cicscacocics. Spet
smo dobili 4-barvanje Birkhoffovega diamanta in s tem tudi njegovo
C-reducibilnost. O

O¢itno je, da lahko C-reducibilnost testiramo hitreje kot D-reducibilnost,
ker imamo z identifikacijo vozlis¢ konfiguracije manj moznih kombi-
nacij barvanja.

5.5 PROBLEM STIRIH BARV

Seznanili smo se z idejami, ki so bile potrebne za dokaz izreka o
stirih barvah, katerega sta zapisala Appel in Haken s pomodjo racu-
nalnika ter objavila leta 1976. Sedaj pa predstavimo idejo dokaza bolj
podrobno.

Izrek 5.8. Vsaka triangulacija je 4-obarvljiva.

Dokaz. Osnovna ideja dokaza je enaka kot pri dokazu problema petih
barv. Imamo neizogibno mnoZico konfiguracij in za vsako izmed teh
konfiguracij pokaZzemo, da je neizogibna. V dokazu sta upostevala,
da velikost cikla, ki vsebuje konfiguracijo, ni ve¢ja od 14, saj je bila za
vedje cikle ¢asovna zahtevnost prevelika. Vedela pa sta, da mora biti
velikost cikla vsaj 12, saj je E.H.Moore nasel triangulacijo, v kateri je
imela najmanjSa C-reducibilna konfiguracija cikel velikosti 12 (kasneje
se je izkazalo, da se je Moore motil). Nato je bilo potrebno producirati
neizogibno mnoZico konfiguracij. To je bilo narejeno z racunalnikom
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z metodo prenasanja naboja. Predpostavila sta, da mnoZica ni neiz-
ogibna in za vsako triangulacijo T brez vozlis¢ stopnje manjSe od 5
predpisala naboj 60(6 — deg(v)) za vsako vozlis¢e v in tako je bil z
upostevanjem trditve iz zacetka skupen naboj v grafu 720. Nato sta s
prenasanjem naboja skusala priti v protislovje in nasla primerno kan-
didatko. Kon¢na neizogibna mnoZica je tako imela 1879 konfiguracij.
Potem je ta neizogibna mnozica konfiguracij morala biti preverjena za
reducibilnost. Najprej sta jo preverila za D-reducibilnost. Ce je konfi-
guracija padla na tem testu, sta jo preverila Se za C-reducibilnost. Ko
je bila vsaka konfiguracija preverjena za reducibilno, je bil izrek do-
kazan. Ce pa je konfiguracija padla na testu za reducibilnost ali test
ni bil koncan v zahtevanem casu, saj sta le tega omejila, potem je bilo
potrebno popraviti neizogibno mnozico konfiguracij in cel postopek
ponoviti od zacetka. O

5.6 ZAKLJUCEK

Tako je bil problem stirih barv dokazan s pomo¢jo racunalnika 124 let
po tem, ko je bil prvi¢ predstavljen Augustusu de Morganu. Dokaz iz-
reka je zelo dolg in ga nekateri matematiki Se danes ne priznavajo za
pravilnega, saj je dokazan s pomocjo racunalnika. Zaradi njegove dol-
Zine so se Robertson, Sanders, Seymour in Thomas odlo¢ili napisati
svoj dokaz, ki je bil objavljen leta 1996. Ideja je podobna kot pri do-
kazu Appela in Hakna, poenostavili so algoritem prenasanja naboja
in tako zmanjSali mo¢ neizogibne mnoZice na 633 konfiguracij. S tem
so zmanjsali tudi ¢asovno zahtevnost algoritma za 4-barvanje grafov.
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HOMOMORFIZMI GRAFOV

Vesna Irsi¢

Pojem homomorfizma sre¢camo v algebri kot preslikavo, ki ohranja
operacijo. Podobno je tudi pri grafih — homomorfizem je preslikava
med grafoma, ki ohranja relacijo povezanosti vozlis¢. S pomocjo ho-
momorfizmov lahko preucujemo razli¢ne lastnosti grafov, na primer
barvanja, oZine in lastnosti produktov grafov.

V nadaljevanju najprej predstavimo osnovne definicije in nekaj ilu-
strativnih zgledov. V razdelku spoznamo relacijo, ki jo podajajo
homomorfizmi. Nato si ogledamo lastnosti retrakta, ki je le posebna
vrsta homomorfizma. V razdelku pridobljeno znanje poveZemo
z barvanji grafov, nato pa v zadnjem razdelku spoznamo Se pojem
jedra. Vsebina je ve¢inoma povzeta po [1].

6.1 OSNOVNI POJMI

Oglejmo si formalno definicijo homomorfizma, kot ga je prvi studiral
Sabidussi v pedesetih in zgodnjih Sestdesetih letih prejSnjega stoletja
(6]

Definicija 6.1. Naj bosta G in H grafa. Preslikava f: V(G) — V(H)
je homomorfizem, ¢e velja uv € E(G) = f(u)f(v) € E(H).

V nadaljevanju pogosto zlorabimo notacijo in piSemo homomorfi-
zem kar kot f: G — H.

Spomnimo se $e nekaj drugih definicij.
Definicija 6.2. Naj bosta G in H grafa. Preslikava f: V(G) — V(H)
je izomorfizem, &e velja uv € E(G) <= f(u)f(v) € E(H). Ce je 8e
dodatno G = H, preslikavi pravimo avtomorfizem.

Pravi podgraf grafa G je podgraf, ki ni prazen in hkrati ni enak grafu
G.
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Relacijo povezanosti v grafu G oznacimo kot 1 ~g v in pomeni, da
je uv € E(G).

Opomba 6.3. Direktno iz definicij sledi naslednje:

e Vsak izomorfizem ali avtomorfizem grafov je tudi homomorfi-
zem.

e Ce grafa G in H nimata zank, potem za vsak homomorfizem
f: G — Hsledi: uv € E(G) = f(u) # f(v).

Ves cas obravnavamo enostavne (in konc¢ne) grafe.

Zgled 6.4. Da si homomorfizme lazje predstavljamo, si oglejmo nekaj
zgledov.

e Vlozitev podgrafa v graf je vedno homomorfizem.

e Naj bo G dvodelni graf in V(G) = A U B ustrezna particija voz-
lis¢ (A, B disjunktni in neprazni). Tedaj je preslikava f: G — Ky,
definirana kot

1,ceucA
u) =
f( ) {Z,éeuEB,

kjer K, enacimo s povezavo z vozlis¢ema 1 in 2. Preverimo, da
je to res homomorfizem. Ce je uv € E(G), potem je (brez $kode
za splosnost) u € A,v € B. Sledi, daje f(u) = 1,f(v) =2 in
torej f(u)f(v) € E(Kp).

Kadar graf G vsebuje vsaj eno povezavo, lahko definiramo tudi
homomorfizem v obratni smeri, to je g: K» — G, kot g(1) =
1,8(2) =b,Kerstaa € A,b € Bterab € E(G).

Med grafoma G in Kj torej obstajata homomorfizma v obe smeri,
vendar si grafa nista izomorfna (¢im ima G vsaj 3 vozlisca).

e Oznacimo vozlis¢a cikla C; zaporedoma z A,B,C,D,E,F,G in
vozlis¢a cikla Cs zaporedoma z A, B,C, D, E. Oglejmo si presli-
kavo h: C; — Cs, definirano kot

hliapcy =id
h(D) = h(F) = D
n(E) = h(G) = E.

Po definiciji hitro vidimo, da je # homomorfizem. Analogno bi
lahko definirali homomorfizem C,, — C, za sploSen n > 3.

Vprasamo se lahko, ali v tem zadnjem primeru obstaja homomorfi-
zem tudi v obratni smeri, tj. C;, — C,,42. Obcutek nam pravi, da to ne
bo mogoce, ker bi morali manjsi cikel nekako “pretrgati”. Oglejmo si
problem kar v sploSnem. Najprej potrebujemo naslednjo definicijo.



6.1 OSNOVNI POJMI

Tabela 24: Homomorfizem med razli¢no velikima cikloma.

Definicija 6.5. OZina grafa je dolZina najkrajSega cikla vsebovanega v
njem. Ce graf ne vsebuje nobenega cikla, je njegova oZina neskonéno.
Podobno definiramo tudi sodo in liho oZino kot dolzino najkrajSega
sodega oz. lihega cikla v grafu.

V primeru cikla je oZina seveda enaka njegovi dolZini. OZina poljub-
nega polnega grafa na n > 2 tockah je tri, ker vedno vsebuje trikotnik.
V drevesih ni nobenega cikla, zato je njihova oZina enaka neskon¢no.
Kot vemo, je oZina invarianta grafa. Sedaj pa posplosimo ugotovitev
iz zgornjega zgleda ([3]).

Trditev 6.6. Naj bosta G in H (G ni dvodelen) ter f: G — H homomotfi-
zem med njima. Tedaj je liha oZina grafa G vecja ali enaka lihi oZini grafa
H.

Dokaz. Naj bo C = cqc;...cx najkrajsi lihi cikel v G. Dokazati mo-
ramo, da v grafu H obstaja lih cikel dolzine < k. Ker graf G ni
dvodelen, ga ne moremo slikati v povezavo izomorfno K, (to sledi
iz posledice ki jo bomo spoznali v nadaljevanju). Ker je C cikel,
je tudi f(C) cikel, ¢eprav je morda izrojen (lahko so kaksne povezave
in vozlis¢a zdruzena). Torej f(C) v grafu H podaja vsaj kaksen cikel,
in sicer morajo biti vsi ti cikli o¢itno dolzine < k. Razmisliti moramo
le, da se ne more zgoditi, da bi pri tem dobili same cikle sode dol-
zine. Gotovo dobimo vsaj kak cikel, ker je C lihe dolZine in ga ne
moremo slikati v nek acikli¢en graf (spet po posledici . Stejmo
dolZino cikla tako, da upostevamo tudi izrojene povezave, ki se vse
pojavijo sodokrat. Ce bi bil f(C) sestavljen iz samih sodih ciklov (ne-
kako zdruzenih med sabo), bi sledilo, daje f(c1)f(c2) ... f(ck) izrojeni
cikel sode dolZine, kar pa ni mozno, ker je k lih. O

Opomba 6.7. Zanimivo je opaziti:

e Zahtevati moramo, da graf G ni dvodelen, sicer ga lahko homo-
morfno slikamo v povezavo znotraj grafa H.
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e Podobna trditev ne velja za sodo oZino, ker lahko najkrajsi sodi
cikel v celoti preslikamo v povezavo znotraj grafa H, ne glede
na to, kaksna je oZina tega grafa.

1z trditve direktno sledi:

Posledica 6.8. Naj bosta G in H (G ni dvodelen). Ce je liha oZina grafa H
strogo vecja od lihe oZine grafa G, potem ne obstaja homomorfizem G — H.

Posledica pove, da res ne obstaja homomorfizem iz C, v C,,42, ka-
dar je n liho Stevilo.

V nadaljevanju potrebujemo nekaj pojmov.

Ce je f: G — H homomorfizen grafov, za v € V(H) definiramo
fYv) = {u € V(G) ; f(u) = v} in ga imenujemo vlakno homomor-
fizma f. Ce sta grafa enostavna, tvori f~!(v) neodvisno mnoZico v
grafu G, tj. mnozico vozlis¢, ki so paroma nepovezana. Vlakna ho-
momorfizma f dolo¢ajo particijo oz. razélenitev 77 mnozice V(G), ki
jo imenujemo jedro homomorfizma f. Particijo sestavljajo neodvisne
mnozZzice.

Zgled 6.9. Pomen pojmov si oglejmo na zgledih dvodelnega grafa in
cikla.

e Vlakni homomorfizma f sta f~}(1) = Ain f~!(2) = B, ki sta res
neodvisni mnozici. Jedro homomorfizma f je torej m = {A, B},
ki je res particija mnozice V(G).

Vlakna homomorfizma g so oblike

1, J{1},teuc A
g (u)_{{z},éeueB,

kar sta tudi neodvisni mnozici. Jedro je particija V(Kp) = {1} U

{2}.

e Vlakna homomorfizma & so mnoZice z enim ali dvema elemen-
toma in podajajo particijo V(C7) = {A} U{B}U{C} U{D,F} U
{E, G}, kot je z barvami nakazano na sliki

6.2 RELACIJA —

Definiramo relacijo — na slede¢ nacin: G — H (beri: “ima homomor-
fizem v”) natanko tedaj, ko obstaja homomorfizem iz G v H.

Trditev 6.10. Relacija — je refleksivna in tranzitivna.

Dokaz. Identi¢na preslikava G — G je oc¢itno homomorfizem, zato je
relacija refleksivna.



6.3 RETRAKTI

Naj bosta f: G —+ H in g: H — Z homomorfizma med grafi. Pre-
verimo, da je go f: G — Z tudi homomorfizem. Naj bosta u,v €
V(G),u ~g v. Ker je f homomorfizem, je f(u) ~g f(v). Ker je g
homomorfizem je g(f(u)) ~z g(f(v)), kar smo Zeleli dokazati. O

Relacija — ni nujno antisimetri¢na (glej primer zgoraj z dvodelnim
grafom), torej tudi ni delna urejenost.

Definicija 6.11. Grafa G in H sta homomorfno ekvivalentna, e obstajata
homomorfizem G — H in homomorfizem H — G.

Ocitno je homomorfna ekvivalenca ekvivalencna relacija, zato po-
daja ekvivalenc¢ne razrede grafov. Nanje lahko naravno razsirimo re-
lacijo —. Opazimo, da je relacija — delna urejenost na ekvivalen¢nih
razredih homomorfne ekvivalentnosti grafov.

Ce sta grafa homomorfno ekvivalentna, e nista nujno izomorfna.
Primer: dvodelni graf in K (glej zgled zgoraj).

6.3 RETRAKTI

V nadaljevanju potrebujemo tudi homomorfizme, ki na nekem pod-
grafu mirujejo. Oglejmo si njihovo formalno definicijo ([7]).

Definicija 6.12. (Prava) retrakcija je homomorfizem f: G — H, Kjer je
H (pravi) podgraf G in je f|y identi¢na preslikava. Tedaj H imenu-
jemo (pravi) retrakt grafa G.

Oglejmo si preprost zgled retrakta.

Zgled 6.13. Naj bo X graf kot na sliki Definirajmo preslikavo
f: X — C, Kjer je C zunanji 5-cikel grafa X, kot

flc =idc
f(F) =

f(G)=C
f(H)=D
f(I)=E
f(J) = A

Tako definirana preslikava je o¢itno homomorfizem grafov. Ker pa je
f na C identiteta, je celo retrakcija. Torej je C retrakt grafa X. Po-
dobno bi lahko graf X retrahirali tudi na notranji 5-cikel. Geometrij-
sko si lahko predstavljamo potek retrakcije tako, da notranji 5-cikel
zavrtimo v pozitivni smeri, ga povecujemo in precne povezave med
obema cikloma prilepimo na zunanji cikel. Opozoriti velja, da morda
bolj naravna predstava, ko bi notranji cikel le napihnili in torej slikali
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N\
\H/

A B

Tabela 25: Graf, ki ga lahko retrahiramo na cikel Cs.

Tabela 26: Barvanje danega grafa podaja rekrakcijo.

F +— A, G + B itd. ni retrakcija (ker niti ni homomorfizem, saj sta na
primer vozlis¢i A in F v zacetnem grafu povezani, v kon¢nem pa ne).

64 POVEZAVA Z BARVAN]JI GRAFOV

Spomnimo se ([9]), da je barvanje vozlis¢ grafa G preslikava b iz V(G)
v mnozico barv, pri ¢emer sosednji vozlis¢i ne smeta biti pobarvani z
enako barvo. Ce lahko G pobarvamo s k razli¢nimi barvami, re¢emo,
da je G k-obarvljiv in b k-barvanje. NajmanjSe stevilo k, da lahko G po-
barvamo s k razli¢nimi barvami imenujemo kromati¢no Stevilo grafa
G in ozna¢imo s x(G). Barvanje grafa dolo¢a particijo vozli$¢ na ne-
odvisne mnozice (v neki mnozici so vozli§¢a iste barve). Smiselno se
zdi, da lahko to particijo poveZemo z jedrom nekega homomorfizma.
S tem v mislih si oglejmo Se en zgled retrakcije.

Zgled 6.14. Naj bo H graf na sliki Ce vozli¢a enake barve sli-
kamo v enako pobarvana vozlis¢a v notranji 5-kliki, o¢itno dobimo
homomorfizem, ki je poleg tega Se retrakcija na kliko.

Zgled lahko posplosimo ([3])):

Trditev 6.15. Ce ima graf kliko velikosti n, potem vsako n-barvanje grafa
podaja retrakcijo na n-kliko.



64 POVEZAVA Z BARVAN]JI GRAFOV

Tabela 27: Barvanje Petersenovega grafa homomorfizem.

Dokaz. Naj bo G graf s n-kliko K, C G in b n-barvanje grafa (barve
oznac¢imo z {1,2,...,n}). Ker je K, klika, morajo biti vsa njena voz-
liS¢a pobarvana z razli¢nimi barvami, torej lahko njena vozlis¢a brez
Skode ozna¢imo z {1,2,...,n} (ustrezno glede na barvo vozlis¢). De-
finirajmo preslikavo f: G — K, kot f(u) = b(u). Najprej preverimo,
da je preslikava f homomorfizem. Ce je uv € E(G), sta vozlid¢i go-
voto pobarvani z razli¢nimi barvami. Njuni sliki f(u), f(v) lezita v K,
kliki, torej sta gotovo povezani. Preslikava f je po definiciji identiteta
na kliki K, zato je retrakcija. O

Ce graf ne vsebuje klike, potem homomorfizem, ki ga podaja bar-
vanje, seveda ne bo retrakcija na poln graf. Razmislimo pa lahko,
da vseeno dobimo homomorfizem, in poskuSsamo opaziti povezavo s
kromati¢nim Stevilom grafa.

Zgled 6.16. Vemo, da lahko Petersenov graf pobarvamo s tremi bar-
vami (kot na primer na sliki [27). Barvanje dolo¢a particijo vozlis¢ na
neodvisne mnozice. Ce definiramo homomorfizem, ki ima dano par-
ticijo za jedro, dobimo homomorfizem iz Petersenovega grafa v poln
graf na 3 vozlis¢ih, to je v Kgtevilo barv-

Ugotovitve iz zgleda posplosimo ([8])):

Trditev 6.17. Kromaticno Stevilo grafa G je enako najmanjsemu naravnemu
Stevilu r, da obstaja homomorfizem iz G v K.

Dokaz. Naj bo x(G) = r. Dokazimo, da obstaja homomorfizem G —
K, in ne obstaja homomorfizem G — Ky za k < r.

Denimo, da obstaja homomorfizem f: G — Kj. Preslikava ima k
vlaken, ki tvorijo particijo V(G) na neodvisne mnoZice, torej doloc¢ajo
k-barvanje grafa G. Torej v tem primeru sledi r = x(G) < k, kar je
protislovije.

Ker G lahko pobarvamo z r barvami, je preslikava G — K, ki v isto
vozlis¢e slika natanko vozlis¢a iste barve, homomorfizem. O
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Posledica 6.18. Naj bosta G in H grafa in f: G — H homomorfizem med
njima. Tedaj je x(G) < x(H).

Dokaz. Po prej$nji trditvi obstaja homomorfizem g: H — K, (p). Tedaj
jego f: G — K, (p) tudi homomorfizem in po prej$nji trditvi sledi, da
je x(G) < x(H). O

Ce zadnjo posledico negiramo, sledi:

Posledica 6.19. Ce za dana grafa G in H velja x(G) > x(H), potem ne
obstaja noben homomorfizem iz G v H.

6.5 JEDRA

Nekateri grafi (ali njihovi podgrafi) se pri slikanju s homomorfizmom
obnasajo na poseben nacin — se na nek nacin ohranjajo. Pravimo jim
jedra in jih formalno definiramo na slede¢ nacin.

Definicija 6.20. Graf G je jedro (anlg. core), ¢e je vsak homomorfizem
G — G bijekcija.

Podgraf H C G je jedro grafa G, ¢e je H jedro in obstaja homomorfi-
zem G — H. Tedaj ozna¢imo H = G°.

Zgoraj definiran pojem jedra se razlikuje od definicije v uvodu. Ven-
dar je iz konteksta vedno razvidno, ali govorimo o jedru — particiji ali
o jedru — (pod)grafu.

Zgled 6.21. Oglejmo si nekaj zgledov.

e Poln graf K, je jedro. Poljuben homomorfizem samega vase je
namrec le permutacija vozlis¢, zato je bijekcija.

e Kolesa Wy, 11 so jedra. Naj bo f: Wy,11 — Way,41 poljuben ho-
momorfizem. Nobeno od vozlis¢ s cikla se ne more slikati v
sredisCe in ker je srediS¢e povezano z vsemi vozlis¢i na ciklu,
je edina moZnost, da se sredisce slika samo vase. Preostali del
preslikave f pa je potem le homomorfizem cikla Cy,,11. V nada-
ljevanju bomo videli, da so lihi cikli jedra, iz ¢esar sledi, da je f
bijekcija.

e Petersenov graf je jedro (dokaz preko lastnosti Kneserjevih gra-

fov).

e Sodi cikli Cp, (1 > 2) niso jedra. Ker so sodi cikli dvodelni grafi,
obstaja homomorfizem iz cikla v povezavo K, C Cy,, ki o¢itno
ni injektiven, torej tudi ni bijektiven (glej sliko [28).

v

ni jedro.
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Tabela 28: Ce slikamo tako, kot nakazujejo barve vozlis¢ na sliki, do-
bimo homomorfizem Cy, — Cy,, ki ni bijektiven.

e Polni graf brez ene povezave ni jedro. Vozlis¢i, ki nista povezani,
lahko pobarvamo z isto barvo, nato pa homomorfizem defini-
ramo tako, da je na ostalih vozlis¢ih identiteta, na nepovezanih
vozlis¢ih pa slikamo v izbranega predstavnika barvnega razreda.
Preslikava je homomorfizem, ki ni injektiven (glej sliko .

Tabela 29: Ce slikamo tako, kot nakazujejo barve vozlis¢ na sliki, do-
bimo homomorfizem, ki ni bijektiven.

Opazimo, da direktno iz definicije sledi, da ce je G*® jedro grafa
G, obstajata homomorfizem G* — G (vlozitev) in homomorfizem
G — G°* (homomorfizem iz definicije). To lastnost bomo potrebovali
v nadaljevanju.

Navedimo ekvivalentni definiciji jedra, ki nam bosta pomagali bolje
razumeti jedra ([2] in [4]).

Trditev 6.22. Naslednje trditve so ekvivalentne:
1. Graf G je jedro.
2. Ne obstaja homomorfizem iz G v njegov pravi podgraf.
3. Graf G nima nobenega pravega retrakta.

Dokaz. Implikaciji (1) = (3) in (3) == (2) sta o¢itni. Dokazati
moramo le $e (2) = (1). Najbo f: G — G poljuben homomorfi-
zem. Po predpostavki (2) mora biti surjektiven. Ker je graf G koncen,
sledi tudi bijektivnost. O
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Oglejmo si e dodatno lastnost jedra danega grafa.
Trditev 6.23. Naj bo H jedro grafa G. Tedaj je H retrakt G.

Ta lastnost jedra seveda ne karakterizira, ker ni nobenega razloga,
da bi bil poljuben retrakt tudi jedro grafa. Oglejmo si sedaj dokaz
trditve.

Dokaz. Ker je H jedro G, obstaja homomorfizem f: G — H, daje f|y
bijekcija. Torej je f|g: H — H avtomorfizem. Zato obstaja njegov
inverz g, ki je tudi avtomorfizem. Tedaj je po trditvi preslikava
fog: G — H homomorfizem grafov. Poleg tega je (f o g)|g(v) =
f(g(v)) = v, torejje (f og)|g = idy, iz esar sledi, da je H retrakt od
G. O

V nadaljevanju bi radi videli, da vsak graf ima jedro, ki je v nekem
smislu enoli¢no. Potrebujemo naslednjo lemo.

Lema 6.24. Naj bosta G in H jedri. Grafa G in H sta homomorfno ekviva-
lentna natanko tedaj, ko sta izomorfna.

Dokaz. (=) Naj bosta f: G — H in g: H — G homomorfizma med
grafoma. Potem je f o g: H — H tudi homomorfizem, ki je bijektiven,
saj je H jedro. Podobno sklepamo, da je g o f bijekcija. Sledi, da sta
si preslikavi f in g inverzni in obe bijektivni, torej sta grafa G in H
izomorfna.

(<) Otitno, saj je izomorfizem hkrati tudi homomorfizem in ima
inverz, ki je tudi homomorfizem. O

Iz leme sledi, da je relacija — delna urejenost na izomorfnih ra-
zredih jeder. Pred dokazom izreka o obstoju in enoli¢nosti jedra, si
oglejmo Se povezavo med jedri grafov in homomorfno ekvivalenco.

Trditev 6.25. Grafa G in H sta homomorfno ekvivalentna natanko tedaj, ko
sta njuni jedri izomorfni.

Dokaz. Dokazati moramo: grafa G in H sta homomorfno ekvivalentna
natanko tedaj, ko sta njuni jedri homomorfno ekvivalentni. Potem
trditev velja po lastnosti

(=) Ce obstaja homomorfizem G — H, potem imamo sledete za-
poredje homomorfizmov:

G*—- G— H— H°,

ki tvori homomorfizem iz G* v H®. Podobno iz obstoja homomor-
fizma H — G izpeljemo obstoj homomorfizma H® — G°.

(«=) Ce obstaja homomorfizem G* — H*®, potem imamo sledete
zaporedje homomorfizmov:

G—G*— H®* — H,
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ki tvori homomorfizem iz G v H. Spet lahko podobno sklepamo tudi
za obratno obrnjene homomorfizme. O

Dokazimo Se naslednji izrek, ki zagotavlja obstoj jedra v vsakem
grafu.

Izrek 6.26. Vsak graf G ima jedro, ki je induciran podgraf grafa G in je
enolicen do izomorfizma natancno.

Dokaz. Naj bo P mnoZica vseh takih podgrafov G, da obstaja homo-
morfizem iz G vanj. MnoZica je neprazna (ker je identiteta homomor-
fizem iz G v G) in kon¢na (ker je graf G koncen, ima kon¢no podgra-
fov). Torej ima vsaj en najmanjsi element H C G glede na inkluzijo
grafov (to je kandidat za jedro grafa G). Zaradi minimalnosti ne ob-
staja noben homomorfizem iz H v njegov pravi podgraf. Po trditvi
[6.22]je H jedro.

Dokazati moramo le Se enoli¢cnost. Denimo, da sta Hj, Hy jedri
grafa G. Oznac¢imo pripadajo¢a homomorfizma z f;: G — H;,i = 1,2.
Tedaj je f1|n, homomorfizem iz H, v Hj in f>|p, homomorfizem iz H;
v Hp. Torej sta H; in H; homomorfno ekvivalentna in zato po lemi

izomorfna. O

Ceprav zdaj vemo, da jedro grafa obstaja in je do neke mere eno-
licno, nam to ne pomaga pri ugotavljanju, ali je graf sam sebi jedro.
IzkaZe se celo, da je to NP-poln problem [5].

Zgled 6.27. Za ilustracijo pois¢imo jedra grafov iz zgleda ki niso
sami sebi jedra.

v

cikel sode dolzine, obstaja homomorfizem G — K, C G in Kj
je jedro ter hkrati induciran podgraf. Torej je poljubna povezava
znotraj grafa G njegovo jedro in seveda so vse povezave med
samo izomorfne.

e Jedro polnega grafa K, brez ene povezave je induciran podgraf,
ki je izomorfen K,,_1. V zgledu smo opisali homomorfizem
Ky — K,,—1, poleg tega pa je K,,_1 jedro, saj je poln graf.

Ze v uvodnem zgledu smo srecali nekaj druZin jeder — polni grafi,
lihi cikli in liha kolesa. Vendar smo le za polne grafe znali elemen-
tarno pokazati, da so jedra. Upamo, da lahko najdemo Se kaksno
vecjo druzino jeder. S tem v mislih si oglejmo naslednjo definicijo.

Definicija 6.28. Ce je G takden graf, da ima vsak njegov pravi podgraf
kromati¢no Stevilo < x(G) = k, ga imenujemo kromaticno kriticni ali
k-kriticni.

Zgled 6.29. Oglejmo si nekaj zgledov.
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e Vsak pravi podgraf polnega grafa K,(n > 1) vsebuje vsaj eno
povezavo manj, zato lahko vozlis¢i, ki zdaj nista ve¢ sosednji
pobarvamo z isto barvo in porabimo najve¢ n — 1 barv. Torej
ima pravi podgraf kromati¢no $tevilo strogo manjse od n. Torej
so polni grafi n-kriti¢ni.

e Vsak pravi podgraf lihega cikla vsebuje vsaj eno povezavo manj
od zacetnega grafa. Torej je to podgraf poti P41, ki ima kroma-
ticno $tevilo 2 < 3 = x(Cp41)- Torej so lihi cikli 3-kriti¢ni.

Trditev 6.30. Vsak kromaticno kriticni graf je jedro.

Dokaz. Naj bo G kromati¢no kriti¢ni. Po posledici sledi, da ne
obstaja noben homomorfizem iz G v njegov pravi podgraf. Torej je
jedro G lahko le graf sam. Ker po izreku jedro obstaja, je dokaz
kon¢an. O

Iz trditve sledi, da so polni grafi in lihi cikli jedra. Hkrati pa nam
podaja Se Sirsi zgled jeder — vse kromati¢no kriti¢cne grafe. Taksne
vrste rezultat je koristen tudi pri iskanju jeder v grafu, ki ni sam sebi
jedro. Ce namre¢ najdemo homomorfizem iz grafa v nek podgrafi, ki
je kromati¢no kriti¢ni, je to po definiciji iskano jedro.

6.6 ZAKLJUCEK

Vidimo, da so homomorfizmi precej mo¢no orodje pri delu z grafi. Za-
nimivo je, da lahko iz neobstoja homomorfizma med dvema grafoma
sklepamo nekaj o njunih lastnostih (npr. o lihi 0Zini in kromati¢nemu
Stevilu). Presenetljivi so tudi rezultati povezani z jedri, predvsem to,
da vsak graf ima enoli¢no jedro in da lahko iz primerjave jeder dveh
grafov sklepamo na morebitno homomorfno ekvivalenco grafov.

V seminarju so predstavljene le osnove dela s homomorfizmi. Poleg
tega so zelo razvite teorije, ki iS¢ejo povezave med homomorfizmi in
kromati¢nimi Stevili produktov grafov ter enoli¢no obarvljivimi grafi.
Veliko je znanega tudi o jedrih razli¢nih druZin grafov.
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STISKANJE GRAFOV

Miha Elersic¢

7.1 UVOD

Grafi se uporabljajo za modeliranje pojavov in struktur iz realnega
sveta. Nekateri taksni primeri pa so lahko zelo veliki. Primeri velikih
grafov so naprimer grafi povezav med spletnimi stranmi [5], socialna
omreZja, usmerjanje internetega prometa, podatki o napkupih v ku-
povalnih centrih itd.

Veliko Stevilo vozlis¢ in povezav nas ovira pri odkrivanju novih
znanj iz velikih grafov, saj obstojec¢i algoritmi niso zmoZni opraviti
svojega dela v prakti¢nem casu. Kot resitev si zamislimo stisnjen graf,
ki z manj$im Stevilom vozliS¢ in povezav predstavi glavne lastnosti
originalnega grafa. Na stisnjenih grafih lahko nato uporabimo obsto-
je¢e algoritme za analizo grafov in pri¢akujemo podobne rezultate,
kot ¢e bi analizirali izvirni graf.

Obicajno se za stiskanje grafov uporabljajo razlicne metode gru-
¢enja, saj imajo vozlisca iz iste gruce podobne lastnosti in jih lahko
predstavimo s supervozlis¢i. Drug pristop je, da graf predstavimo z
zlis¢a dajejo razlicne mere, naprimer centralnosti [6, [7]. Omenimo Se
iskane pogostih podgrafov, kjer lahko pogoste podgrafe nadomestimo
s kazalci na en zapis takega podgrafa [8]. Prvi dve metodi imata po-
mankljivost, da izgubljata informacije (lossy compression), tretja pa
je racunsko zelo zahtevna in lahko za ogromne grafe postane neupo-
rabna.

V naslednjih poglavjih je opsian pristop k stiskanju grafov povzet
po [2]. Gre za pristop, ki uporabi teorijo informacije za izgradnjo sti-
snjene predstavitve grafa, sestavljeno iz supervozlis¢ in povezav med
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Tabela 30: Primer stisnjene predstavitve grafa

X v C
S z | t@a€)
—(g,d)
y

Aw=4{bc}|Ax={a}
AY = {glh} AZ = {dlelf}

njimi. Da doseZemo stiskanje brez izgub pa dodamo Se mnoZico po-
pravkov, ki nam pomaga pri izgradnji originalnega grafa.

7.2 STISNJENA PREDSTAVITEV GRAFA

Naj bo G = (Vg, Eg) graf. Njegova stisnjena predstavitev je R =
(S,C), ki je sestavljena iz povzetka grafa S = (Vs, Eg) in mnozZice
popravkov C. MnozZica Vs je razbitje mnozice V. Vsako supervoz-
liS¢e povzetka grafa torej vsebuje enega ali ve¢ vozlis¢ originalnega
grafa, vsako vozliS¢e originalnega grafa pa se pojavi v natanko enem
supervozlis¢u. MnoZica Eg predstavlja povezave med super vozlis¢i.
Povezava (V;, V) € Es pomeni povezave med vsakim vozlis¢em iz V;
z vsakim vozliSem iz V; v grafu G. Mnozica popravkov C vsebuje
dva tipa elementov: +e pomeni dodajanje povezave iz grafa G, ki
je povzetek ni zajel; —e pa pomeni brisanje povezave, ki jo povzetek
rekunstruira, a se ne nahaja v originalnem grafu.

Opazka 7.1. Predstavitev R enoli¢no dolo¢i graf G.

Na sliki [30 je na primeru prikazan graf in njegova stisnjena repre-
zentacija. Stevilo povezav v stisnjeni implementaciji se zmanjsa iz
11 na 6, kjer so 4 povezave del povzetka grafa, 2 pa so vsebovane v
mnoZici popravkov.

7.3 DOLZINA MINIMALNE PREDSTAVITVE

V teoriji informacije poznamo pojem minimalne predstavitve (angl.
Minimal description length — MDL). Gre za formalizacijo Occamove
britve. Ce imamo ve¢ razli¢tnih moznih predstavitev istega podatka,
potem najboljSo predstavitev definiramo kot tisto, ki doseZe najvecje
stiskanje oziroma je najkrajsa [1].

Da lahko uprabimo to definicjo, moramo najprej definirati dolzino
predstavitve grafa.



7.4 APROKSIMACIJA PREDSTAVITVE GRAFA

Definicija 7.2. Cena predstavitve grafa je
cena(R) = |Es| + |C|.

Ceno zapisa vozlis¢ zanemarimo, saj je za velike grafe v primer-
javi s ceno zapisa povezav zanemarljiva. Sedaj lahko definicijo MDL
uporabimo na predstavitvah stisnjenih grafov.

Definicija 7.3. Za graf G je njegova minimalna predstavitev grafa R tista,
za katero velja
PR’ : cena(R’) < cena(R).

Poglejmo si primer iskanja minimalne predstavitve grafa, ¢e fiksi-
ramo razbitje Vs. Za vsak par vozlis¢ V; in V; s 71;; ozna¢imo mno-
Zico vseh moZnih povezav med vozlis¢i vsebovanimi v V; in V;. Velja
|7t;i| = |Vi] % |Vi|. Z Ajj oznatimo povezave med vozlis¢i vsebovanimi
v V; in Vj, ki se pojavijo v G. Opazimo A;; = 7;; N Eg. V stisnjenem
grafu imamo dve moZnosti za predstavitev A;;:

e V C dodamo vse povezave iz A;;. To nas stane | A;;| povezav.

e V Es dodamo povezavo (V;,V;), v C pa dodamo vse odvecne
povezave. To nas stane (1 + |77;;| — |Aj;]) povezav.

Izbira za pomasemezen par i in j ne vpliva na ceno drugih parov.
Za vsak par lahko torej izberemo tisto moznost, ki ima niZjo ceno in s
tem pridemo do kon¢ne predstavitve, ki ima najniZjo ceno za izbrano
razbitje.

Opazka 7.4. Za fiksno razbitje Vs je dolzina minimalne predstavitve
enoli¢no dolocena.

Ker pa $tevilo moZznih razbitij eksponentno narasca, ne bomo iskali
razbitja z njamanjSo ceno, vendar bomo pokazali, da poZreSna metoda
iskanja dobrega razbitja vrne zelo dobre rezultate.

7.4 APROKSIMACIJA PREDSTAVITVE GRAFA

Do sedaj smo govorili o predstavitvah grafa, ki enoli¢no rekonstrui-
rajo originalen graf — stiskanje brez izgub. Za nekatere uporabe sti-
skanja grafov, kot je naprimer vizualizacija, pa ta lastnost ni nujno
potrebna. Definarjmo predstavitev, ki omogoca stitskanje grafov z
izgubami.

Naj bo N, mnoZica povezav iz v v grafu G in N, mnoZica povezav
iz v v grafu rekunstruiranem iz R.. Mnozica |N, — N} | predstavlja po-
vezave v G, ki jih ni v predstavitvi R.. MnoZica |N} — N| predstavlja
odvecne povezave v predstavitvi Re, ki ji ni v originalnem grafu.
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Definicija 7.5. e-aproksimacija predstavitve grafa G je stisnjena pred-
stavitev Re = (S¢, Ce), za katero velja:

Vo € G: [Ny — N| + N — No| < €|Nyl.

Ker za vsako vozlis¢e velja, da bo pravilno predstavljen vsaj (1 —
€) delez povezav, potem velja tudi za celoten graf: predstavitev R,
pravilno predstavi vsaj (1 — €) delez vseh povezav originalnega grafa.

Konstruiranje aproksimacije predstavitve grafa je enostavno, ¢e Ze
imamo konstruirano navadno predstavitev grafa. Za vsak element
mnozice C. pogledamo, ¢e bi njegova odstranitev krsila pogoj iz defi-
nicije [7.5/in ga pogojno na to odstranimo.

Problem se pojavi, ¢e smo odstranili Ze vse elemente Cc in hkrati Se
nismo dosegli mejnega pogoja. Nadaljevati bi morali z odstranejva-
njem povezav iz S¢. Sedaj je potrebno preverjati pogoj iz definicije
za vsa vozlis¢a originalnega grafa vsebovana v obeh vozlis¢ih iz S,
med katerima je povezava, ki jo Zelimo odstraniti. Zaradi tega je bo-
lie aproksimacijo predstavitve grafa konstruirati direktno [2], vendar
tega v tem ¢lanku ne bomo predstavili.

7.5 ALGORITEM

V tem razdelku predstavimo algoritem GREEDY, ki poZresno zgradi
stisnjeno predstavitev vhodnega grafa.

7.5.1 Ideja

Imenujmo eno vozlis¢e predstavitve grafa supervozliS¢e. Supervozli-
SCe je torej ena izmed mnoZic razbitja originalnega grafa. Algoritem
zacne z razbitjem, ki v vsaki mnoZici vsebuje le eno vozlis¢e original-
nega grafa. Algoritem nato iterativno zdruzuje po dve supervozlisci
v eno vedje supervozlis¢e, dokler tako zdruZevanje zmanjSuje ceno
predstavitve grafa.

7.5.2  Izracun najboljSega para za zdruZevanje

Iz poglavja vemo, da je cena predstavitve povezav med dvema
supervozli¢ema V; in V; enaka min(|A;j|, 1+ |7;;| — [A;j]). Oznagimo
to ceno z ¢;;. V; in V; sta sosednji, ¢e I(a,b) € Eg:a € V;Ab € V.
Skupna cena predstavitve enega supervozlis¢a V; je vsota cen povezav
z vsemi njegovimi sosedi. Oznacimo to ceno z ¢;. Z s(u,v) oznac¢imo
razmerje v ceni predstavitve dela grafa ¢e zdruzimo u in v v novo
supervozlis¢e w.



7.5 ALGORITEM

Definicija 7.6. Naj bo

Cu + Cz; - Cw
s(u,v) = ———.
Cu +Cop
Razlog za izbiro relativnega zmanjSanja cene namesto absolutnega
je v tem, da absolutno zmanjSanje postavi previsoko oceno vozlis¢em
z veliko sosedi, ¢etudi nimajo veliko skupnih sosedov. Z relativno
oceno se temu izognemo.

7.5.3 Realizacija

Algoritem razdelimo na tri faze: inicializacija, iterativno zdruZevanje
in izpis.

V fazi inicializacije vsem parom vozlis¢ na razdalji dve dolo¢imo
vrednost funkcije s(u,v). Gledamo samo vozlis¢a na razdalji dve, saj
bolj oddaljena vozlis¢a nimajo skupnih sosedov in imajo zato zago-
tovo negativno vrednost funkcije s, kar pomeni vecjo ceno predstavi-
tve po zdruzevanju. Za ucinkovitejSe delovanje vstavimo rezultate v
kopico, ki ima na vrhu vedno najvedji element.

V fazi iterativnega zdruZevanja vzamemo iz kopice najvecji element
s(u,v) in zdruzimo supervozli§¢i u in v v novo vozlis¢e w. Nato iz
kopice odstranimo vse vrednosti, ki vsebujejo u ali v. Nazadnje v ko-
pico dodamo vse pare, ki vsebujejo novo supervozlis¢e w. S tem Se
vedno nismo pokrili vseh moZnih sprememb cen, ki so Ze v kopici.
Pregledati moramo Se soses¢ino supervozlis¢ u in v, kar je ekvivalen-
tno soses¢ini w, in po potrebi spremeniti njihovo vrednost in mesto v
kopici. To ponavljamo dokler je najve¢ji element v kopici vedji od o.

V fazi izpisa je potrebno zgraditi mnoZico popravkov, saj smo do
sedaj upravljali le z razbitji. Postopek izgradnje sledi iz ospisa v po-
glavju V zgledu [1]je psevdokoda zgoraj opisanega algoritma. Na
sliki[7.5.3]je prikazanih nekaj vmesnih korakov algoritma GREEDY na

grafu iz slike
7.5.4 Algoritem RANDOMIZED

Algoritem GREEDY lahko pospeSimo. Namesto racunanja vrednosti
funkcije s(u, v) za vse pare, si izberemo eno vozlis¢e naklju¢no, naj bo
to vozlis¢e v. Nato pregledamo vrednost funkcije za vsak u na razdalji
dve od v. Nato zdruzimo v z najbolj$im kandidatom. Ponavljamo
dokler niso ve¢ mogoca ugodna zdruzenja. Ta pristop nam seveda
prinese slabSe rezultate kot algoritem GREEDY, vendar prihrani na
racunski zahtevnosti. V podrobnosti algoritma se ne bomo spuscali.
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Algorithm 1 GREEDY

VS = Vc;,' H=00
for all (u,v) element Vs that are 2 hops apart do
if (s(u,v) > 0) then insert (u,v,s(u,v)) into H
end if
end for
while H is not empty do
choose pair (#,v) € H with the largest s(u, v) value
w=uUv
Vs = (VS - {u,v}) Uw
for all x € Vs that are within 2 hops of u or v do
delete (u,x) and (v, x) from H
if (s(w,x) > 0) then
insert (w, x,s(w, x)) into H
end if
end for
for all pairs (x,y), such that x or y is in Ny, do
delete (x,y) from H
if (s(x,y) > 0) then
insert (x,y,s(x,y)) into H
end if
end for
end while
Es=C=0
for all pairs (u,v) such that u,v € Vs do
if (|Auo| > (|7tun| +1)/2) then
add (u,v) to Eg
for all (a,b) € (71, — Ayp) do
add —(a,b) to C
end for
else
for all (a,b) € A, do
add +(a,b) to C
end for
end if
end for
return ((Vs, Eg),C)




7.6 REZULTATI

Tabela 31: Ilustracija postopka algortima GREEDY

bc I ke
a q a . q
S S
h e gh e
9 f f
Ceo C
bc V| I ke
a a .d
S def S
gh gh of
@9 @9
C f(Z,Z) C :(ﬁ,g

7.6 REZULTATI

V ¢lanku [2] so predstavljeni rezultati primerjave algortimov GREEDY
in RANDOMIZED in primerjava predstavljenih algoritmov z trenutno
uveljavljenimi algoritmi za stiskanje grafov REF in GRAC.

7.6.1  UCcinkovitost stiskanja

Na sliki[32]je prikazno testiranje stiskanja brez izgub algoritmov GRE-
EDY in RANDOMIZED na naklju¢nih grafih s ceno predstavitvije od
30.000 do 400.000. Vidimo, da oba algoritma prinasata dobro stiska-
nje, ki se z vecanjem grafov izboljSuje. Kot pricakovano, GREEDY
vedno doseZe boljse stiskanje od RANDOMIZED.

7.6.2  Hitrost stiskanja

Na sliki [33] je prikazana primerjava hitrosti algoritmov GREEDY in
RANDOMIZED na naklu¢nih grafih z 30.000 do 400.000 vozlis¢i. Kot
pricakovano je RANDOMIZED hitrejsi.

7.6.3  Primerjava z drugimi algoritmi stiskanja

Na sliki 34! je prikazana primerjava med algoritmi GREEDY, RANDO-
MIZED, REF [3] in GRAC [g].

REF je popularen algoritem za stiskanje grafov, ki predstavljajo po-
vezave med spletnimi stranmi. V primerjavi je uprabljena spreme-
njena razlic¢ica, ki opravi le transformacijo grafa, brez kodiranja bitne
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Tabela 32: U¢inkovitost stiskanja
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Tabela 33: Hitrost stiskanja
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7.6 REZULTATI

Tabela 34: Primerjava z drugimi algoritmi stiskanja
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predstavitve grafa. Modifikacija je potrebna, saj nasa ocena Steje Ste-
vilo povezav in ne Stevila bitov v kon¢ni repreznataciji.

GRAC je algoritem za grucenje grafov. Utezi za grucenje so bile
nastavljene tako, da so minimizirale kon¢no ceno predstavitve.

Testni podatki

e CNR: Podatki o povezavah med stranmi domene CNR s 100.000
vozlisci in 405.586 povezavami [g].

e RouteView: Predstavlja topologijo usmerjevalnikov svetovnega
spleta. Med dvema vozlis§¢ema je povezava, ¢e obstaja fizi¢na
povezava med usmerjevalnikoma. Graf ima 10.000 vozlis¢ in
21.000 povezav [10].

e WordNet: Iz baze besed WordNet je zgrajen graf, kjer povezava
ustreza povezavi e imata besedi neko skupno to¢ko. To so na-
primer sopomenke, nadpomenke in podobno. Nastali graf ima
76.853 vozlis¢ in 121.307 povezav [11].

e Facebook: Predstavlja graf, zgrajen leta 2005 iz socialnega omreZzja
Facebook studentov univerze Cornell. Vozlis¢a so studenti, po-
vezava pa obstaja Ce sta dva Studenta na omrezju oznacena kot
prijatelja. Vsebuje 14.562 vozlis¢ in 601.735 povezav [2].
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Opazimo, da se primerjana algortima REF in GRAC bolje obneseta
na svojih specializiranih podro¢jih. GRAC je relativno boljsi na social-
nem omreZzu, REF pa se bolje obnese pri stiskanju povezav med sple-
tnimi stranmi. Vidimo, da tako RANDOMIZED kot GREEDY prema-
gata obstejaca algoritma za stiskanje grafov na vseh testnih primerih.

7.7  ZAKLJUCEK

V clanku je opisana stisnjena predstavitev grafa in algoritem za njen
izratun, povzeto po [2]. Stisnjena predstavitev grafa je manjsa, a
ima podobne lastnosti kot originalen graf, kar nam omogoca uporabo
obstojecih algoritmov za analizo in prikaz velikih grafov. Stisnjena
predstavitev je sestavljena iz povzetka grafa in seznama popravkov.
Skupaj enoli¢no dolo¢ita zacetni graf. Predstavljen je bil na¢in kako
stiskanje brez izgub posploSiti na stiskanje z izgubami. Za izracun
predstavitve sta predstavljena algoritma GREEDY in njegova hitrejsa
razli¢ica RANDOMIZED. Na testnih podatkih iz realnega sveta sta
oba algoritma pokazala boljse rezultate od obstojecih algoritmov za
stiskanje. Presentljivo je, da tako enostavena konstrukcija premaga
svoje prednike. To nakazuje, da je podrocje stiskanja grafov Se mlado,
in da bodo prihodnji algoritmi Se veliko boljsi.
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SN ARKI

Rebeka Merhar

Po Vizingovem izreku imajo lahko kubi¢ni grafi kromati¢en indeks
3 ali 4. Zanimiv problem je iskanje kubi¢nih grafov, ki imajo kromati-
¢en indeks 4. Ideja, da bi iskali take grafe je prisla iz problema Stirih
barv. Tait se je lotil dokaovanja problema Stirih barv tako, da je na-
redil dualen graf triangulacije. Graf, ki ga je dobil, je bil povezna,
kubicen in brez mostov. Tait je problem Stirih barv prevedel na tri
barvanje povezav kubi¢nih grafov brez mostov.

Do leta 1975 so bile poznane samo stiri take skupine kubi¢nih gra-
fov, ki imajo kromaticen indeks 4 in sicer

e Petersenov graf, ki je prikazan na sliki

e dva BlanuSeva grafa,
o Szekerejev graf, ki je prikazan na sliki

e Descartesov graf, ki je prikazan na sliki

Ker so bili taki grafi zelo zmuzljivi, jih je Martin Gradner v delu [1]
poimenoval snarki. 1zraz si je sposodil iz pesmi Lov na snarka, ki jo je
napisal Lewis Caroll. Slika 35]je vzeta iz vira [j5].

V prvem razdelku definiramo snarke in povemo nekaj njihovih la-
stnosti. V drugem razdelku se posvetimo Issacovim snarkom, defini-
ramo tockasti in zvezdasti produkt ter predstavimo dve konstrukciji
snarkov. V podrazdelku predstavimo Se cvetlicne snarke ter dvojni
zvezdast snark. V zadnjem razdelku na kratko opiSemo Se k-snarke.
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Tabela 35: Slika prkazuje Szekerjev graf.

8.1 OSNOVNE DEFINICIJE

Celotna seminarska naloga je povzeta po viru [2].

Definicija 8.1. Graf G je ciklicno po povezavah povezan, e je potrebno
odstraniti vsaj k povezav, da graf razpade na dve komponenti pri
¢emer obe komponenti vsebujeta cikel.

Definicija 8.2. Snark je kubicen graf, ki je cikli¢no po povezavah 4
povezan, ima 0Zino vsaj 5 in ima kromatic¢en indeks 4.

Definicija 8.3. Naj bo G graf in naj bo A neka mnoZica povezav. Po-
tem je A ciklicna prerezna mnoZica, ¢e ima graf G — A dve komponenti
in vsaka od teh komponent vsebuje cikel.

Zgornje definicije so vzete po delu [2]. Slika [36]je vzeta iz vira [6].

Trditev 8.4. Petersenov graf je najmajsi snark in edini snark na 10 vozliscih.

Dokaz. Predpostavimo, da je G snark. Naj bo A cikli¢no prerezna
mnoZica po povezavah grafa G . Torej ima graf G — A dve kompo-
nenti in vsaka od niju vsebuje cikel. Ker je ozina grafa G 5, morata
komponenti grafa G — A vsebovati vsaj 5 vozlis¢. Torej sledi, da je
|[V(G)| > 10. Ker i¢emo najmanjsi mozni snark in ker vemo, da na
10 vozlis¢ih obstaja vsaj en snark, sledi, da ima G 10 vozlis¢. Ker je
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Tabela 36: Slika prikazuje Petersenov graf.

graf G kubicen in ker vemo, da ima 10 vozlis¢, sledi, da ima G 15
povezav.

G je sedaj snark na 10 vozlis¢ih in naj bo A spet neka cikli¢no po
povezavah prerezna mnozica. Zanima nas velikost mnozice A. Vemo,
da je velikost A manj$a od 15, saj ima G 15 povezav. Ker je G snark
je vsaj 4 cikli¢no po povezavah povezan. To pomeni, da je velikost
|A| > 4. Predopostavimo da je |A| = 4. Potem G — A vsebuje dve
komponenti z 5 vozlis¢i. V obeh komponentah imamo 4 vozlis¢a sto-
pnje 2 in 1 stopnje 3. Vozlis¢ take stopnje pa ne moremo povezati tako,
da bi imeli cikel.

e |A| > 5, potem sledi, da je |V(G)| > 10. To pa je v protislovju
z minimalnostjo grafa G. Torej je |A| = 5. Naj bo A = {ii ,i =
1,2,3,4,5}. Ker je E(G) = 15 ima graf G — A dva 5 cikla. Brez skode
za splo$nost je eden izmed teh ciklov (1,2,3,4,5). Sedaj moramo $e
vozlisca 1/,2/,3/,4/,5/ povezati tako, da dobimo 5 cikel in zadostimo
zahtevi, da je G snark. Ce bi povezali 1" 2 bi nam (1,2,2',1',1) dalo
4 cikel. Kar je v nasprotju s predpostavko da ima G po def1n1c1]1
snarkov ozmo 5. Ce povezemo 15 spet dobimo 4 c1ke1 (1 1 5 5 1).
Torej je 1 povezan z 3’ in 4. Podobno vidimo, daje2 4 in 2 5 ter
3" 1. Torej smo res dobili G = P, kjer je P Petersenov graf.
O

Hipoteza 8.5. Vsak snark se da skrciti na Petersenov graf.

Ne obstajajo snarki, ki bi imeli 12, 14 ali 16 vozlis¢. Na 18 vozlis¢ih
obstajata natanko dva snarka, to sta BlanuSeva snarka. Sest snarkov
obstaja na 20 vozlis¢ih in dvajset snarkov obstaja na 22 vozlis¢ih. Ker
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so snarki kubi¢ni grafi, po lemi o rokovanju sledi, da ne obstajajo
snarki, ki bi imeli liho mnogo vozlis¢.

8.2 1ISSACOVI SNARKI

Do leta 1975 so bile znane Ze prej omenjene skupine snarkov. Leta
1975 pa je Issac objavil ¢lanek [3] v katerem je opisal konstrukcijo
dveh neskonc¢nih razredov snarkov. Eden od teh razredov vsebuje
vse do takrat poznane snarke, razen Petersenovega grafa. Drugi ra-
zred pa vsebuje med drugim tudi cvetli¢ne snarke. V [2] je omenjeno,
da je te neodvisno odkril leta 1972 Grinberg, vendar njegovo delo ni
bilo objavljeno. Po viru [2] je leta 1976 Loupkhine opisal Se eno kon-
strukcijo, ki iz pozananih snarkov skonstruira nove. Issac pa je odkril
Se en snark, ki ne sodi v nobeno od opisanih konstrucij. To je tako
imenovani dvojni zvezda snark.

8.2.1  Tockast produkt

Definicija 8.6. Naj bosta L in R povezana kubi¢na grafa in naj bosta a
in b vozlis¢i v grafu R. Naj bodo vozlis¢éa r, s, x, t, u, y iz grafa L, pri
¢emer sta vozlisci x in y sosednji. Vozlisce x je povezano z vozlis¢ema
rin s, vozlis¢e y pa s t in u. Tockast produkt dveh povezanih kubi¢nih
grafov L in R ozna¢imo z L - R in je definiran kot

1. odstranimo neki par sosednjih vozlis¢ x in y iz L,
2. odstranimo neodvisni povezavi ab in cd iz R,

3. povezemo {r,s} z {a,b} ter vozli&¢i {t,u}, z {c,d} ali povezemo

{r,s} z{c,d} ter {t,u} z {a,b}.

Tockast produkt je prikazan na sliki

L-R

Tabela 37: Slika prikazuje tockast produkt med grafoma L in R.
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Opomba 8.7. Tockasti produkt ni enoli¢no dolo¢en. Odvisen je od
izbire sosednjih vozlis¢ v grafu L in izbire neodvisnih povezav v R.
Odvisen je tudi kako poveZemo vozlis¢a, da dobimo L - R.

Ocitno je, da ¢e je L reda m in R reda r, da je toc¢kasti produkt L - R
redam+r — 2.

Izrek 8.8. Predpostavimo, da velja x (L) = x (R) = 4. Potem sledi, da je
x (L-R) =4

Pri dokazu bomo potrebovali naslednjo lemo, ki je ne bomo doka-
zali.

Lema 8.9. Naj bo G kubicni multigraf, ki je 3 povezan po povezavah z
barvami c;, i = 1,2,3. Naj bo Z neka prerezna mnoZica povezav v G in n;
Stevilo povezav pobarvanih z barvo c¢; v prerezni mnoZici Z. Potem so stevila
n; kongruentna po modolu 2.

Dokaz. Predpostavimo, da je x' (L - R) = 3. Potem po prejéni lemi
sledi, da so povezave ar, bs, ct, du lahko pobarvane na enega od nasle-
dnjih na¢inov

1. (1,1,1,1),
2. (1,1,2,2),

3. (1,2,1,2).

Podrobnjeje si oglejmo prvo barvanje, to je barvanje (1,1,1,1). Po-
tem lahko povezavi ab in cd, ki sta v grafu R pobarvamo z barvo 1,
vse ostale povezave v grafu R pa pobarvamo enako, kot so pobarvane
povezave iz R, ki so v grafu L - R. Tako smo dobili 3 barvanje povezav
grafa R, kar pa je v nasprotju s predpostavko, da je x = 4.

Podobno naredimo pri ostalih dveh barvanjih. Iz obeh barvanj
lahko skonstiramo pravilno 3 barvanje grafa R, kar je v protislovju
s predpostavko, da je x' (R) = 4. O

Po tej trditvi sledi, da ¢e sta L in R snarka, je potem tudi L - R snark.
Preveriti bi bilo Se potrebno, da ¢e imata L in R cikli¢no poveanost po
povezavah 4, da ima potem tudi L - R cikli¢no povezanost po poveza-
vah 4. In preveriti bi $e morali, da ima L - R oZino 5.

Po tem postopku dobimo oba Blanuseva grafa. Szekerseov graf pa
je P(P(P(P(P - P)))).

Lahko paje L - R snark, ¢eprav nista ne L in ne R snarka. Obstajajo
tudi konstrukcije snarkov, ki skonstruirajo snarke iz grafov, ki nimajo
kromati¢nega indeksa 4. Te dobimo s pomocjo zvezdastega produkta.
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8.2.2  Zvezdast produkt

Definicija 8.10. Naj bosta L in R povezana kubi¢na grafa in naj bodo
vozlis¢a r, s, t, u iz grafa L, pri ¢emer so vozliS¢a r, s in t povezana z
u. Nadalje naj bodo vozlis¢a a, b, c, v iz grafa R in sicer taka, da je v

povezan z vozlis¢i a, b in c. Zvezdast produkt L *+ R dobimo takole

1. izbriSemo vozlis¢e u iz grafa L in vozliS¢e v iz grafa R skupaj z
njunimi povezavami,

2. poveZemo vozlis¢a {r,s,t} z vozlisdi {a,b,c}.

Primer zvezdastega produkta je prikazan na sliki

u l‘
L~ AN - >
L R

Tabela 38: Slika prikazuje zvezdast produkt med grafoma L in R.

Opomba 8.11. Zvezdasti produkt ni enoli¢no dolocen.

Trditev 8.12. S pomocjo zvezdastega produkta lahko skonstruiramo snarke
iz grafov, ki niso snarki.

Dokaz. Naj bosta Sy, Sy snarka in A; ter Ay povezana kubi¢na grafa.
Naj bo graf G = Sy - (A1 * (51 % Az)). Pri totkastem produktu zbri-
Semo dve sosednji vozlis¢i v S; in povezavo med njima ter eno pove-
zavo iz Aj in eno povezavo iz A;. V zvezdastem produktu pa izbri-
graf, ki je prikazan na sliki Ker je G 3-regularen graf ima po Vi-
zingovem izreku ali kromati¢en indeks enak 3 ali 4. Predpostavimo,
daje x' (G) = 3 in vzamemo neko 3-barvanje po povezavah grafa G.
Naj bodo {ej, ez, e3,e4} povezaven kot vidimo na sliki Po lemi, ki
smo jo prej omenili, povezave {ej, ey, e3,e4}, ki jih pobarvamo v tem
vrstnem redu na tri nacine:

1. (1,2,1,2),
2. (1,1,1,1),

3. (1,1,2,2).
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Tabela 39: Slika nam prikazuje graf G = Sy - (A1 * (S1 % Ap)).

Podrobneje si oglejmo barvanje (1,2,1,2). To barvanje nam indu-
cira 3-barvanje grafa S,. To pa je v nasprotju s predpostavko, da je S»
snark in ima torej kromatic¢en indeks 4. Torej sta moZni samo barvanji
(1,1,1,1) ter (1,1,2,2). Lahko smo torej prepricani, da sta povezavi
e; in e pobarvani z enako barvo ter, da sta tudi povezavi ez in ey
pobarvani z enako barvo.

Ce upostevamo lemo in prerezno mnoZico po povezavah
{e1,e2, f1, f2, f3} sledi, da imajo f1, f, f3 razlitne barve. Podobno
vidimo, da so g1, g2, g3 pobarvane z razlicnimi barvami. To nam
inducira 3-barvanje po povezavah grafa S;. Ker je S; po predpostavki
snark in ima zato kromaticen indeks enak 4, pridemo v protislovje.
Torej je predpostavka x' (G) = 3 napa¢na. Sledi, daje ¥ (G) =4. O

Torej lahko skonstruiramo nove snarke iz A; in Ay, ¢eprav A; in
A nista snarka. Zahtevati pa moramo, da sta A; in Aj; izbrana tako,
da ima graf G zahtevano oZino in cikli¢cno povezanost. Ta proces
lahko ponovimo in sicer definiramo graf G =G-(A3%(S3%Ag)). Na
podoben nacin pokaZemo, da je X (G) =4 Spet predpostavimo, da je
X (G) =3inz uporabo leme pridemo v protislovje, tako da dobimo
3-barvanje grafov, ki so snarki.

S pomogjo teh idej lahko skonstruiramo Descartesov graf, ki je na
sliki [g0]

Slika [40]je vzeta iz vira [f7].
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Tabela go: Slika prikazuje Descartesov graf.

8.2.3 Cuetlicni snarki
Definiramo graf Ji, kjer je k liho Stevilo strogo vecje od 3. Naj bo
I(m) ={0,1,...,m — 1} mnozica indeksov. Definiramo mnozico voz-
lis¢
V(]k) = {Ll,‘,l)i 11 E I(k)} U {w] ] € I(Zk)}
In mnoZico povezav
E(Jx) = Awiuipq, uv, wjwjyq i € I(k),j € 1(2k)}
U {vjw;:i= j(modk),i € I(k),j € 1(2k)}.
Primer takega grafa je prikazan na sliki ki je vzeta iz vira [4].

Opomba 8.13. Ce dovolimo k = 3, potem 3 vsebuje trikotnik in ni
snark. Ampak, ¢e skr¢imo trikotnik na eno vozliS¢e, dobimo Peterse-
nov graf.
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Tabela 41: Slika prikazuje cvetli¢ni snark.

8.2.4 Duojni zvezdast snark

Issac je nasel Se en snark, ki ne spada pod nobenega od prej omenjenih
razredov. To je dvojni zvezdast snark. Graf je prikazan na sliki 42} ki
je vzeta iz vira [8].

8.3 k-SNARKI

Definicija 8.14. Za graf recemo, da je k-snark, ce je k regularen, ci-
kli¢no vsaj k + 1 po povezavah povezan, ki ne vsebuje klike reda k + 1
minus 1-faktor ali klike reda k.

Hipoteza 8.15. Vsak k-snark vsebuje podgraf, ki se da skrciti na Petersenov
graf.

8.4 ZAKLJUCEK

V seminarski nalogi smo predstavili snarke in motivacijo, da so jih
zaceli iskati. Predstavili smo snarke, ki so bili znani preden je Issac v
svojem delu predstavil konstrukcije snarkov. Definirali smo tockasti
produkt in dokazali, da e sta grafa L in R snarka je tudi L - R snark. S
pomocdjo zvezdastega produkta pa smo konstruirali snarke iz grafov,
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Tabela 42: Slika prikazuje dvojni zvezdast snark.

ki niso nujno snarki. Opisali smo Se cvetli¢ne snarke in dvojni zvez-
dast snark. Na kratko smo Se omenili k-snarke. Seminarska naloga
predstavlja nek problem, ki v osnovi izgleda lahek, iskanje vseh kubic-
nih grafov, ki bi imeli kromatic¢en indeks 4. Problem se je izkazal za
tezkega in kar nekaj ¢asa je trajalo preden je bila najdena konstrukcija
takih grafov. Se sedaj imamo dve odprti hipotezi in sicer, ¢e se dajo
snarki skrciti na Petersenov graf in, ¢e k-snarki vsebujejo podgraf, ki
se da skr¢iti na Petersenov graf. Snarki so se izkazali za res zmuzljive
grafe.
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HIPOHAMILTONOVI GRAFI

Gregor Rus

Glavna tema seminarja bo reSevanje problema, ki ga je predstavil
Rene Sousselier v svojem ¢lanku [1].

V podeZelskem klubu je predsednik organiziral jubilejno srecanje.
Nanj je Zelel povabil vse ¢lane kluba. Vsi ¢lani kluba so enakovredni,
zato se je odlocil, da bodo sedeli pri okrogli mizi. Vendar se v klubu
vsi ne razumejo med seboj. Vsak ¢lan ima v klubu nekaj prijateljev in
nekaj ¢lanov, s katerimi se ne razume. Predsednik si je Zelel, da bi se
na srecanju vsi imeli dobro, zato je poskusal urediti vrstni red tako,
da bi imel vsakdo imel kot svoja soseda svoja prijatelja.

Potem, ko se je nekaj ¢asa trudil narediti ustrezni sedeZni red, je na
pomo¢ poklical prijatelja matematika. Po kratkem razmisleku mu je
matematik podal naslednji odgovor: ,Zeljen sedeni red je nemogo¢.
Lahko pa ti uspe, ¢e enega od ¢lanov prepricas, da ne pride.” Pred-
sednik je vprasal: ,Katerega pa moram prepricati, da ne pride? “ In
dobil odgovor: ,,Vseeno je, katerikoli bo dober. Mimogrede, ¢e bi imel
manj ¢lanov kluba, tega problema ne bi imel.”

Predsednik je naSel izgovor, da ga na vecerjo ni bilo in uspel sesta-
viti ustrezni vrstni red.

Glavno vprasanje, ki si ga je zadal avtor ¢lanka je, koliksno je Stevilo
¢lanov kluba. Prav tako se je vprasal, ¢e je s tem podatkom tudi
doloceno, kdo koga ne mara (do simetrija natan¢no).

Za odgovor na vprasanji si bomo ogledali druzino hipohamiltonovih
grafov. V seminarju bomo raziskali tudi druge lastnosti te druZine.

0.1 OSNOVNE DEFINICIJE

Najprej ponovimo definicijo hamiltonovega grafa.
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Definicija 9.1. Naj bo G poljuben graf in |[V(G)| = n. Ce obstaja v
grafu cikel v1v; - - - v, skozi vsa vozlis¢a grafa, tak cikel imenujemo
hamiltonov cikel. Ce ima G hamiltonov cikel, je G hamiltonov.

Za lazje oznacevanje grafov v nadaljevanju seminarja, vpeljimo Se
naslednjo oznako.

Opomba 9.2. Naj bo G graf in u € V(G). Z G — u oznacimo graf, ki
ga dobimo, ¢e G izbriSemo u in vse povezave, ki imajo eno krajisce v
u.

Problem podan v uvodu bomo obravnali s pomocje teorije grafov.
Za vozlita grafa izberimo ¢lane kluba. Ce sta dva ¢lana prijatelja,
povezimo vozlisa, ki prikazujeta ta dva ¢lana. Ce bi takden graf imel
hamiltonov cikel, bi lahko vse ¢lane posedli za mizo v zaporedju ha-
miltonovega cikla. Graf ¢lanov in prijateljstev kluba G pa ima lastnost,
da je hamiltonov, ¢e mu izbriSemo vozliS¢e in vse povezave, ki imajo
eno krajic¢e v v in sicer za poljuben v € V(G).

Definicija 9.3. Naj bo G graf, ki ni hamiltonov. Ce velja, da je za vsak
v € V(G), G — v je hamiltonov, je G hipohamiltonov graf.

Resitev nasega problema bo najmanjsi hipohamiltonov graf. Za
iskanje najmanjSega hipohamiltonovega grafa bomo potrebovali ne-
kaj lastnosti hipohamiltonovih grafov. Najprej poglejmo mejo za naj-
man;j$o stopnjo v grafu.

Lema 9.4. Ce je G hipohamiltonov, potem je 5(G) > 3, kjer 5(G) oznacuje
najmnajso stopnjo v grafu.

Dokaz. Denimo najprej, da obstaja v grafu izolirano vozlis¢e u. Po-
tem za vsako drugo vozlis¢e u grafa G, graf G — v ne more vsebovati
hamiltonovega cikla, ker ni povezan. Ce obstajav grafu vozliste u z
deg(u) = 1, potem u ne lezi na nobenem ciklu, zato graf G ne more
biti hipohamiltonov. Sedaj lahko predpostavimo 4(G) > 2. Vzemimo
u in v sosednji vozlis¢i v G. Ker je G — v hamiltonov, je u del hamilto-
novega cikla v G — v. Torej je u soseden z vsaj dvema vozliS¢ema na
ciklu in z v. O]

Tudi najvecjo stopnjo v hipohamiltonovem grafu znamo omejiti.

Lema 9.5. Ce je G hipohamiltonov, potem je A(G) < |1(n—1)], kjer A(G)
oznacuje najvecjo stopnjo v grafu.

Dokaz. Vzemimo vozlis¢e v € V(G) v grafu, ki ima stopnjo vegjo
kot [1(n—1)]. Graf G — v je hamiltonov s ciklom uj,..., u, Ker
ima v vsaj [+(n —1)] + 1 sosedov, je sosednje z dvema zaporednima
vozlis¢ema v ciklu, npr. z u; in u; 1. Potemje uy,...,u;,0,ui1q1,...,Up
hamiltonov cikel v G, kar je protislovije. O
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PokaZemo lahko tudi, da je vsak hipohamiltonov graf 3-povezan po
vozliscih.
Lema 9.6. Naj bo G hipohamiltonov graf. Potem je G po vozlisCih 3-
povezan.

Dokaz. Ce odstranimo poljubno vozliste iz grafa, je tako dobljeni graf
hamiltonov. Torej lahko potem odstranimo Se vsaj eno vozlisce in je
graf Se vedno povezan. O

Zanima nas tudi, vsaj koliko vozlis¢ potrebujemo v grafu.

Lema 9.7. Naj bo G hipohamiltonov. Potem je |V (G)| > 10.

Dokaz. Z upostevanjem [9.4] in [g.5 mora biti |V(G)| vsaj 7, sicer do-
bimo, da je maksimalna stopnja manjSa od minimalne. V primeru
|V(G)| = 7 zelimo dobiti kubi¢ni graf na 7 vozlis¢ih, za katerega (po
lemi o rokovanju) vemo, da ne obstaja. Torej |V (G)| > 8.

Recimo, da je |[V(G)| = 8. Iz[g.4in[g.5|dobimo, da je G kubicen graf.
Izberemo vozlis¢e iz V(G) in ga ozna&imo z vy. Med preostalimi voz-
lis¢i dobimo cikel, ker je G hipohamiltonov. Vozlis¢a cikla ozna¢imo z
01,03 do vy. Tudi vozligee vy je stopnje 3. Ce je vozliste vy sosednje z
dvema zaporednima vozliS¢ema ali z v; in v7, je G hamiltonski (torej
ni hipohamiltonov). Premislimo najprej, da v G ni trikotnikow.

Ce bi v G imeli trikotnik, ki ne vsebuje v, bi imeli vozligte stopnje
4. Ce pa obstaja v G trikotnik, ki vsebuje vy, oblike v;,0,11, vy, potem
je G tudi hamiltonski.

Sedaj lahko brez Skode za splosnost predpostavimo, da sta zapore-
dni vozlis¢i na ciklu s katerimi vy ni povezano, v; in vp. Potem ima
vg sosede v3,05 in vy. Ker je graf kubi¢en morajo biti v njemu Se pove-
zave U1 ~ U4 in v ~ vg (drugace bi imeli trikotnik). V tem primeru
imamo v G hamiltonov cikel vy, v4, v3, V2, Vg, U5, Vg, v7. Skico nasega
primera si lahko na sliki

Pokazati moramo $e, da ne moremo imeti hipohamiltonovega grafa
na 9 vozlis¢ih. Za lazje razumevanje spremljamo sliko

Stopnja vseh vozlis¢ je med 3 in 4 po prejsnjih lemah. Ker ne obstaja
kubi¢ni graf na liho mnogo vozlis¢ih, obstaja vsaj eno vozlisc¢e stopnje
4. Vozlis¢e stopnje 4 ozna¢imo z vy. Ostala vozlis¢a tvorijo cikel.
Oznacimo jih z od v; do vg, podobno kot v prejsSnjem primeru. Brez
izgube splosnosti lahko predpostavimo, da je vy povezano z lihimi
vozlidi.

Ce je vozlis¢e v, povezano s katerim izmed sodih vozlis¢, dobimo
cikel ¢ez vseh g vozlis¢. Torej je v, povezano bodisi z v5 ali z vy. Pred-
postavimo z vs. Podoben razmislek velja tudi za vozlis¢e vg. Torej je
vg povezano s v3 (z vs ne more biti zaradi najvecje stopnje). Potem
mora biti vg povezano z vy in vy s v;. Dobljen graf je dvodelen (v
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eni mnozici so liha vozlis¢a, v drugi pa soda). Graf G — v; je potem
podgraf K53 in zato ne more biti hamiltonov.

]

N

Tabela 43: Poskus

konstrukcije hipohamiltonovega grafa na
vozlisc¢ih.

Sedaj vemo, da je minimalno Stevilo vozlis¢ v hipohamiltonovem

grafu 10. IzkaZe se, kot nam pove naslednji izrek, da hipohamiltonov
graf na 10 vozlis¢ih obstaja in da je dolo¢en do izomorfizma natac¢no.

Izrek 9.8. Ce je G hipohamiltonov in |V (G)| = 10, potem je G izomorfen
Petersenovem grafu.

Dokaz. Naj bo G hipohamiltonov in naj bo |V(G)| = 10. Imamo dve
moZnosti: bodisi v G obstaja vozlis¢e stopnje 4, bodisi je G kubicen
graf. Najprej si oglejmo moZnost, kjer je v G vozlis¢e stopnje 4.
Podobno kot v prejSnjem dokazu oznac¢imo vozliS¢e stopnje 4 z vy,
poljubno vozlis¢e izmed preostalih z v1 in potem njegove sosede na ci-
klu po vrsti (vemo, da imamo cikel na vseh ostalih): Ker je vozlisce v
stopnje 4, je sosednje s 4 vozlis¢i na ciklu. Brez izgube splosnosti pred-
postavimo, da je sosednje z vy, v3, vs5,v7. Tudi preostala vozlis¢a mo-
rajo imeti $e vsaj enega soseda. Ce je v grafu povezava med v, in vy,
potem dobimo cikel vy,v;,v9,vs,v7, 06,05, V4,03, Vo, V1. Ce je v grafu
povezava med v; in vg, dobimo cikel vy, v1,v9, Vg, V2, V3, V4, U5, Vs, V7, Vp.
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Tabela 44: Hipohamiltonov graf na 9 vozlis¢ih bi bil dvodelen.

Ostali moZnosti sta simetri¢ni. Tudi vsa izmed teh pet vozlis¢ podajo
simetri¢no situacijo. Torej mora biti vsako izmed vozlis¢ vy, v4, vg, Vg, V9
povezano z vsaj enim izmed vozlis¢ vy, vs, vs ali vy, posledi¢no je vsaj
eno izmed teh povezano z dvemi. To pa je protislovje, ker je maksi-
malna stopnja v grafu 4. Sliko razmislek nam predstavlja slika
Torej je hipohamiltonov graf na 10 vozlis¢ih kubicen.

Znano dejstvo je, da je Petersenov graf vozlis¢no tranzitiven in da ni
hamiltonov. Ker je vozli§¢no tranzitiven, velja, da je P — v izomorfen
P — u za vsak par vozlis¢ u in v v grafu. Zato je dovolj pokazati, da je
P — v hamiltonov za en v. Oglejmo si sliko [46 Hamiltonov cikel je na
grafu obarvan. Torej P je hipohamiltonov.

Vsak hipohamiltonov graf G je 3-povezan po lemi Ker pa je
Petersenov graf edini 3-povezan kubi¢ni graf na 10 vozlis¢ih [2], ki ni
hamiltonov, je G izomorfen P. O

Opomba 9.9. S pomocjo programske opreme Sage lahko tudi sami
preverimo zadnjo karakterizacijo.

Na tak nac¢in smo odgovorili na vpraSanje, ki je bilo zastavljeno v
uvodu. V klubu je deset ¢lanov, vsak ima tri prijatelje, ki jih ponazar-
jajo povezave v Petersenovem grafu.
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7

Tabela 45: Kako izgleda hipohamiltonov graf na 10 vozliscih.

9.2 RAZISKOVANJE HIPOHAMILTONOVIH GRAFOV

Izkaze se, da obstaja neskon¢no mnogo hipohamiltonovih grafov. Pri
raziskovanju (ve¢inoma je potekalo s pomocjo ra¢unalnika) so ugoto-
vili, da obstaja hipohamiltonov graf z n vozlis¢i, za vsak n > 10 z
izjemo 11,12,14 in 17 [2] (zadnji rezultat je bil dolgo samo domneva).
Trenutno je problem iskanja najmanjSega ravninskega hipohamiltono-
vega grafa. Najmanj$i najden ima 42 vozlis¢, vidimo ga na sliki |47} ki
jo najdemo na internetu [4].

Poglejmo si eno izmed posplositev Petersenovega grafa, ki generira
neskon¢no druzino hipohamiltonovih grafov. To posplositev je prvi
predstavil matematik Lindgren.

Definicija 9.10. Za k > 1 definiramo L(k) kot graf z:
e VL(k) ={vo,v1,..., 062} U{v},
o EL(k) = {Z)i ~ Ui+1} U {01+3]' ~ U5+3]',U ~ U3j,'j c {O, 1, .. .,2k}} .

Opomba 9.11. SeStevanje v definiciji poteka modolu 6k + 2.

Zlahka pokaZemo, da je L(1) hipohamiltonov, ker je izomorfen Pe-
tersenovemu grafu. Pokazati zelimo $e, da je L(k) hipohamiltonov za
vsak k > 2.
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A

Tabela 46: Hamiltonova pot v Petersenovem grafu, ki mu izbriSemo
eno vozlisce.
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Tabela 47: Trenutno najman;jsi najden ravninski hipohamiltonov graf.

Trditev 9.12. Za vsak k > 2 je L(k) — v hipohamiltonov, kjer je v odlikovano

vozlisce grafa L(k).

Dokaz. Po definiciji opazimo cikel vy, vy, ..., Vgrio- O
Opazimo, da so si simetri¢na vozlis¢a, ki so enakovredna modolu

3. Torej lahko pogledamo grafe L(k) — vy, L(k) — v1 in L(k)v,. Zaradi

boljSe predstave bomo poiskali hamiltonove cikle v teh grafih na pri-

meru k = 2, za laZjo predstavo pa si oglejmo Se sliko sliko grafa
L(2).

oV grafu L(Z) — 0p opazimo cikel: 01, 05,04,08,09, 010, 014, 013, 012,
011,97,76,0,0U3,02,01.

e Vgrafu L(2) — v opazimo cikel: vy, v13, v14, V0, ¥, V12, V11, - - , U3, V2.
e V grafu L(2) — vy opazimo cikel: v1, v, v14,. .., 0, 0, U3, V4, U5, V1.

Analogno dobimo za vsak k. Dokaz, da L(k) ni hamiltonov je sicer
lahek, a precej obseZen. Najdemo ga v [3]]. Tako smo nasli neskon¢no
druZino hipohamiltonovih grafov.
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Tabela 48: Graf L(2).

9.3 ZAKLJUCEK

Teorija grafov nam ponuja ogromno problemov in smeri, ki jih lahko
raziskujemo. Tako smo v tem seminarju spoznali Se eno zanimivo
lastnost grafov. Zanimivo je, da se kot poseben primer spet pojavi
Petersenov graf, ki v tej vlogi nastopa v mnogih problemih. Videli
smo tudi, kako lahko matematiko uporabimo v realnem (oz. na pol
realnem) Zivljenju. Morda vso to dokazovanje in ucenje definicij le ni
tako neuporabno.
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Sven Cerk

Pri preucevanju velikih omreZij pogosto ne moremo podati celotnega
grafa, ki predstavlja omreZje, saj bi bil ta prevelik. Zato opazujemo
naklju¢no generirane manjSe grafe, ki imajo podobne lastnosti kot
celotno omreZje.

Glavno vprasanje te seminarske naloge je kdaj sta si dva grafa po-
dobna, saj na ta nacin lahko nekemu velikemu omreZju, ki ga ne mo-
remo natancno predstaviti, priredimo manjSe (nakljucne) grafe, ki iz-
kazujejo podobne lastnosti kot celotno omreZje.

Ideje predstavljene v tej seminarski nalogi so uporabne tudi na po-
droc¢ju ekstremalne teorije grafov, ki se ukvarja z iskanjem ekstremal-
nih (maksimalnih ali minimalnih) grafov, ki zadosc¢ajo neki lastnosti.
Primer je vpraSanje “Koliko 4-ciklov ima graf, ki ima ve¢ kot polo-
vico vseh moZnih povezav?” Pogosto nas zanima le asimptoti¢no ob-
nasanje dolocenih lastnosti pri narascajoci velikosti grafa. Tako spet
naletimo na podobne probleme kot pri preucevanju velikih omreZij.

10.1 LIMITE GRAFOV

Opazujemo zaporedje grafov z narascajo¢im Stevilom vozlis¢ in Ze-
limo ugotoviti ali je takSno zaporedje konvergentno. Konvergenco si
v tem kontekstu lahko interpretiramo kot to, da so si grafi z narasca-
joco velikostjo bolj in bolj podobni. Osredotocili se bomo na zaporedja
grafov, kjer je gostota povezav z naradcajoco velikostjo nenicelna. To
pomeni, da stopnje vozlis¢ z naras¢ajoco velikostjo grafa prav tako na-
rascajo. TakSnim grafom pravimo gosti grafi (dense graphs). Naspro-
tno za redke grafe (sparse graphs) velja, da je stopnja vozlis¢ omejena
z neko konstanto neodvisno od velikosti grafa. Razlike v obnaSanju
gostih in redkih grafov so zelo velike, zato opisani pristop deluje le
na gostih grafih.
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V nadaljevanju si bomo ogledali, kako definirati podobnost in kon-
vergenco zaporedji grafov.

10.2 GOSTOTA HOMOMORFIZMOV IN KONVERGENCA GRAFOV

Definicija 10.1 (Homomorfizem). Naj bosta H in G grafa. Preslikava
¢ : V(H) — V(G) je homorfizem, ¢e velja {u,v} € E(H) —
[p(u),9(0)} € E(G).

S Hom(H, G) ozna¢imo mnozico vseh homomorfizmov iz grafa H
v G.

Hom(H,G) ={¢: V(H) = V(G) | ¢ je homomorfizem}.
Stevilo vseh homomorfizmov med H in G ozna&mo s
hom(H,G) = |Hom(H, G)|.

Definicija 10.2 (Gostota homomorfizmov). Za grafa H in G defini-
ramo gostoto homomorfizmov t(H,G) kot kvocient med Stevilom
vseh homomorfizmov iz H v G in Stevilom vseh mozZnih preslikav
V(H) — V(G)

_ hom(H,G)

V(G IV

Ce vzamemo nek dolocen graf H in si ogledamo gostoto homomor-
fizmov iz tega grafa v druge grafe t(H, -), lahko preostale grafe lo¢imo
glede na to gostoto.

Ce pogledamo dva grafa G; in G, in za njiju velja, da je gostota
t(H, G1) blizu gostote t(H, G) to pomeni, da sta si vsaj v nekem po-
gledu podobna. Namesto enega grafa H lahko opazujemo gostote
ve¢ grafov (t(Hzy,-), t(Hp,-), ...), kar $e natan¢neje potrdi podobnost
grafov G1 in Gz, Ce t(Hl, Gl) ~ t(Hl, Gz), t(Hz, Gl) ~ t(Hz, Gz) in
tako dalje. Namesto neke dolo¢ene mnozice grafov {H;} pa lahko
opazujemo tudi kar vse grafe.

Za zaporedje grafov (Gy,), lahko re¢emo, da je konvergentno, ¢e za
vsak graf H velja, da je zaporedje gostot (t(H, G,)), konvergentno.

S tem pa se odpre novo vprasanje, kako izgledajo taksna konver-
gentna zaporedja grafov. V ta namen si je dobro ogledati matrike
sosednosti grafov v zaporedju.

Iz matrike sosednosti lahko nariSemo sliko tako, da vsako enico
zamenjamo s kvadratkom ¢rne barve, vsako niclo pa s kvadratkom
bele barve. Primer je prikazan na sliki [49|

V primerih na sliki |50| so prikazani razli¢ni tipi konvergentnih gra-
fov na 10, 50 in 100 vozlis¢ih. V prvi vrsti so naklju¢ni grafi z verje-
tnostjo povezave 3, v drugi grafi na vozlig¢ih V = {1,2,...,n}, kjer

{(H,G)
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10.2 GOSTOTA HOMOMORFIZMOV IN KONVERGENCA GRAFOV

— O — O

O — O

— O - O

O — O

Tabela 49: Primer slike 4-cikla.

4

Tabela 50: Slike razli¢nih tipov grafov na 10, 50 in 100 vozlis¢ih.
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Tabela 51: Slike dvodelnih grafov z drugace razporejenimi vozlisci.

sta vozlis¢i i in j povezani, ¢e i +j < n in pa v tretji vrstici dvodelni
grafi. Vidimo, da so si slike v isti vrstici kar podobne.

Seveda pa je slika odvisna od razporeditve vozlis¢ v matriko, tako
lahko za dvodelne grafe dobimo tudi druga¢ne slike (slika [51). V
nadaljevanju bomo natan¢neje definirali metriko nad grafi, ki bo po-
skrbela, da ima zaporedje grafov enoli¢no dolo¢eno “sliko”.

Pred tem pa si oglejmo Se, kaj bi lahko bila limita taksnih zapored;i
grafov.

10.3 GRAFONI

Vsako sliko matrike sosednosti si lahko predstavljamo kot funkcijo na
pravokotniku [0, 1] tako, da sliko matrike povetamo ali pomanjsamo
na velikost pravokotnika in to¢kam v ¢rnih kvadratkih priredimo vre-
dnost 1, toc¢kam v belih pa o. Zdaj lahko definiramo splos$nejsi objekt
grafon na sledeci nacin.

Definicija 10.3 (Oznacen grafon). Funkciji W : [0,1]?> — [0, 1] pravimo
oznacen grafon, ¢e je Lebesgue-ovo merljiva in simetri¢na (za vsaka u
in v velja W(u,v) = W(v, u)).

Opomba 10.4. Za definicijo Lebesgue-ovo merljivih funkcij glej [5] in

[6].

Poseben primer grafonov so vsi kon¢ni grafi, ki jih kot grafone pred-
stavimo po zgoraj opisanem postopku. Ostale grafone si lahko pred-
stavljamo tudi kot neskon¢ne uteZene grafe z vozli§¢i na itervalu [0, 1].

Tak$nim grafonom pravimo oznaceni, ker je predstavitev grafa v tej
obliki odvisna od ostevil¢enja njegovih vozlis¢ (kot smo videli zgoraj
na primeru dvodelnih grafov). Nad grafi lahko definiramo ekviva-
len¢no relacijo, ki pravi, da sta dva grafa ekvivalentna, ¢e lahko iz
enega dobimo drugega s prestevil¢enjem vozlis¢ (sta izomorfna). Po-
dobno naredimo za grafone.
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Definicija 10.5 (Neoznacen grafon). Neoznacen grafon je ekvivalen¢ni
razred oznac¢nih grafonov, ki jih dobimo iz oznacenega grafona z obrn-
ljivimi preslikavami, ki ohranjajo mero:

(W] = {W?: (x,z) = W(¢(x),¢(y)) | ¢ obrnljiva, ohranja mero} .

Opomba 10.6. Preslikava f ohranja mero, ¢e za vsako merljivo mer-
ljivo mnoZico A velja u(f~1(A)) = u(A), Kjer je u mera.

Povezavo med grafoni in naklju¢nimi grafi nam zagotovijo sledece
definicije.
Definicija 10.7. Naj bo H poln graf utezen z utezjo w : V(H)? — [0, 1].
Za preslikavo w velja w(u,v) = w(v,u), saj obravnavamo enostavne
grafe.

Z G(H) ozna¢imo naklju¢en (neutezen) graf na vozlis¢ih V(H), kjer
za vsako povezavo {u,v} velja, da se pojavi z verjetnostjo w(u, v).

G(H) = (V,E)
V = V(H)
P ({u,v} € E) = w(u,v)

Definicija 10.8. Naj bo W grafon in S kon¢na podmnoZica intervala
[0,1]. Potem s H(S, W) oznacimo utezen poln graf z vozlidi S in
utezjo w = Wsxs (Vu,v € S : w(u,v) = W(u,v)) in definiramo
G(S,W) = G(H(S,W)) ter
G(n,W) = G(U, W), kjer je U enakomerno naklju¢no izbrana po-
mnozica [0,1] moéi n.

Z zgornjimi definicijami lahko iz poljubnega grafona W dobimo
naklju¢ne grafe razli¢nih velikosti in tudi zaporedje naklju¢nih grafov
po narascajoci velikosti. Na grafone lahko razsirimo tudi definicijo
gostote homomorfizmov. To si oglejmo na primeru.

Zgled 10.9. Vzemimo grafon W
t(ee, W ——/ W(x,y)dxdy.
( ) 0,12 (x, y)dxdy

Grafone si lahko predstavljamo kot uteZene polne neskonc¢ne grafe

na vozlis¢ih [0, 1] in zato gostoto povezav v tak$nem grafu dobimo z

integriranjem uteZi (verjetnosti) po vseh povezavah, tj. [0,1]2.
Podobno

t(n, W) = /[0 gt W(xl, x2)W(XQ, X3)W(JC3, X4)W(X4, xl)dxldxzdxgdx4.

Tu integriramo po vseh moznih 4-ciklih.

Na podoben nacin lahko zapisemo t(H, W) za vse grafe H. Razlog,
da uteZem na grafonu pravimo tudi verjetnosti, se nahaja v definiciji
10.8]
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10.4 PROSTOR GRAFONOV

Nad prostorom grafonov definiramo metriko, ki bo sluZila merjenju
podobnosti dveh grafonov (in tudi grafov).

Definicija 10.10 (Cut distance). Razdaljo é5 med dvema grafonoma
W in U definiramo kot

oW, U) = inf su / W(x,y) — U?(x, dxd ‘
(W, u) rio 0 S,ng,” o (W) (x,y)) dxdy
obrnljiva, merljivi

ohranja mero

Ta metrika meri najvecjo razliko med dvema grafonoma W in U po
vseh merljivih gkatlah pravokotnika [0, 1]?, za to poskrbi

sup
5,TC[01]
merljivi

[ (W) = ) ey

TaksSen izraz je Se vedno odvisen od razporeditve vozlis¢ na intervalu
[0,1], zato naredimo infimum po vseh moZnih obrnljivih preslikavah,
ki ohranjajo mero.

Izrek 10.11. Naj bo W grafon in naj bo za vsak n € IN R,, nakljucen graf
G(n, W). Za zaporedje grafov (Ry,)y velja, da skoraj gotovo konvergira proti
grafonu W glede na metriko o.

Opomba 10.12. Skoraj gotovo pomeni, da za zaporedje (R,), velja

P (nli_r}(}OéD(Rn,W) = o) = 1.
Posledica 10.13. Za vsak grafon W obstaja neko zaporedje grafov Gy, ki
konvergira proti grafonu W glede na metriko om.

Izrek 10.14. Vsako zaporedje grafov (G, )y, za katero velja
VH : (t(H, Gy))n je konvergentno zaporedje stevil,

je konvergentno glede na metriko o in konvergira proti nekemu grafonu.

Dokaz izreka se nahaja v [1]. Iz posledice in izreka vidimo, da so
grafoni dobri kandidati za objekte, ki naj bi predstavljali limite grafov.

Funkcija ég je v resnici le psevdometrika, saj obstajajo razli¢ni gra-
foni, za katere velja, da je razdalja med njimi glede na 65 enaka 0.
Taksni grafoni so si po lastnostih zelo podobni. Grafonoma W in U
za katera velja (W, U) = 0 pravimo $ibko izomorfna, saj za njiju velja
t(H,W) = t(H,U) za poljuben graf H.
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Definicija 10.15. Nad prostorom grafonov definiramo ekvivalen¢no
relacijo W ~ U < (W, U) = 0.

Z G oznac¢imo kvocientni prostor prostora grafonov glede na rela-
cijo ~.
Izrek 10.16. (G, 0n) je metricni prostor.
Izrek 10.17 (Lovéasz — Szegedy). Prostor (G,0n) je kompakten.

Posledica 10.18. Ker je (G, ) metri¢ni prostor je kompakten natanko te-
daj, ko je poln in popolnoma omejen. Prostor koncnih grafov je v tem prostoru
gosta podmnoZica.

10.5 PREPROST PRIMER

V uvodu zmo zapisali vprasanje “Koliko 4-ciklov ima graf, ki ima ve¢
kot polovico vseh moZnih povezav?” Odgovor na podobno vprasanje
nam da Erd&sev teorem [2], ki pravi, da je gostota homomorfizmov iz
4-cikla v graf G vedja kot Cetrta potenca gostote povezav v grafu G.

t(33,G) > (e, G)%.

In posebej, &e t(+,G) > 3, potem t(31,G) > 1.

Na ta problem lahko gledamo tudi kot na optimizacijski problem,
ki zahteva, da minimiziramo t(33, G) med vsemi grafi G, ki zados¢ajo
pogoju t(s-+,G) > 1.

IzkaZe se, da noben kongen graf ne doseZe minimuma ;. Hitro pa
lahko vidimo, da minimum doseZe konstanten grafon W = 1, saj

t(es, W) = /[011]2 W(x,y)dxdy
1
= —dxd
0,12 2 Y

1
=3
in

t(E3, W)

/[0 . W (x1, x2)W (2, x3) W (x3, x4 ) W (x4, X1 )dx1dxodx3dx,

1 4
:/[01]4 (E) dxqdxdxsdxy

1

= E‘
Zdaj, ko imamo grafon W = %, ki doseZe minimum, pa lahko z njim
pois¢emo grafe, ki so blizu minimuma, torej aproksimiramo reSitev.
Dobra izbira grafa na n vozlis¢ih je G(n, W) (glej definicijo [10.8).
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10.6 ZAKLJUCEK

Ogledali smo si, kako lahko definiramo konvergenco za zaporedja
grafov, in iskali naravne limitne objekte. V ta namen smo definirali
splosnejse objekte — grafone. Nad prostorom grafonov smo nato defi-
nirali metriko in opisali, kako poljuben graf predstavimo kot grafon.
S tak$nimi definicijami konvergenca v metricnem prostoru grafonov
ustreza konvergenci, ki smo jo opisali na zacetku (preko gostote ho-
momorfizmov).

Na zacetku nismo mogli odgovoriti na vprasanje, kaj so limite za-
poredij grafov. Zdaj pa imamo metri¢ni prostor grafonov, v katerem
so grafi gosta podmnoZica, kar pomeni, da so limite konvergentnih
zaporedji grafov ravno grafoni.

V seminarju smo zapisali osnovne definicije in omenili nekaj izre-
kov. Klju¢ni izrek je, da je prostor grafonov kompakten metri¢ni pro-
stor. Ta izrek je ekvivalenten Szemerédijevi lemi o reqularnosti, ki govori
o strukturi velikih grafov [2, [7].
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JOHNSONOVI IN J-GRAFI

Bor Juros

11.1 UVOD

V sledeci seminarski nalogi bomo predstavili t.i. Johnsonove grafe
ter posploSene Johnsonove grafe oz. J-grafe. Johnsonovi grafi nosijo
ime po Ameriskem matematiku Selmer Martin Johnsonu, ki se je med
drugim ukvarjal s problemom trgovskega potnika ter uporabo linear-
nega programiranja za reSevanje le-tega. Prav tako pa se je Johnson
ukvarjal s teorijo kodov ter asociativnimi shemami, od kjer so se ka-
senje razvili Johnsonovi grafi. Asociativne sheme so se najprej razvile
v statistiki, kmalu pa so se razsirile tudi na podro¢je kombinatorike,
algebre ter teorije kodov. Pri asociativnih shemah gre za to, da set
elementov razdelimo na doloceno Stevilo particij, nato pa opredelimo
relacijo med dvema particijama, glede na izbrano lastnost. V teoriji
kodov je tako znana Hammingova shema, kjer particije oz. razrede
seta predstavljajo n-elementni binarni vektorji. Za dva vektorja nato
lahko recemo da sta 1-povezana, ce se razlikujeta v 1 bitu, 2-povezana,
¢e se razilikujeta v 2 bitih in tako naprej. Pri Johnsonovi shemi pa gre
za to, da poljubni set X razdelimo na vse k-elementne podmnoZice
tega seta, dve podmnozici pa sta v relaciji, ko njun presek vsebuje
natanko k — 1 elementov, pri ¢emer je k podan parameter. Hitro lahko
opazimo, da so grafi idealna vizualizacija asociativnih shem, kjer voz-
lis¢a grafov predstavljajo particije seta, povezave pa relacije med njimi.
Pri posplosenih Johnsonovih grafih oz. J-grafih, pa gre, kot Ze samo
ime pove, za razsiritev osnovne definicije Johnsonovih grafov, tako
da sta sedaj dve k-elementi particiji v releaciji, ¢e njun presek vsebuje
natanko i elementov, kjer sta k in i podana parametra. Tako celotno
druzino grafov krepko razsirimo in med drugim tako tudi definiramo
t.i. Kneserjeve grafe, kjer je vhodni parameter k poljuben, i pa je enak
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0; torej particiji sta v relaciji, natanko tedaj ko sta med seboj disjunk-
tni.

V prvem delu najprej predstavimo zgoraj omenjene J-grafe in nji-
hove osnovne lastnosti, saj predstavljajo lastnosti J-grafov tudi osnove
za lastnosti Johnsonovih grafov, ker spadajo v isto druzino. Predsta-
vimo tudi nekaj pomembnih lastnosti J-grafov, ki se seveda prenesejo
tud na Johnsonove grafe, med drugim Izrek o Izomorfizmu ter Izrek
o vozlis¢ni tranzitivnosti. V drugem delu pa se bolj podrobno posve-
timo Johnsonovim grafov, izpeljemo osnovne lastnosti Johnsonovih
grafov, nato pa se osredoto¢imo na dve lastnosti Johnsonovih grafov,
ki ne sledita iz J-grafov - premer in Hamiltonskost. Tako izpeljemo
premer Johnsonovega grafa v odvisnosti od zacetnih parametrov k, i
ter pokazemo da je poljubni Johnsonov graf (ki zadostuje osnovnim
omejitvam, opisanim v poglaviju 1.3) tudi Hamiltonski.

11.2 [-GRAFI

DruZina simetri¢nih grafov, ki nosi ime J-grafi oz. posploSeni Johnso-
novi grafi, ima oznako J(n,k,7) in je dolotena na naslednji na¢in. Naj
bo () konéna mnoZica mo¢i n, potem vozlis¢a grafa J(n,k,i) predsta-
vljajo vse podmnoZice mnozice (), mo¢i k. Dve vozlis¢i pa sta pove-
zani, e je moc njunega preseka enaka i.

11.2.1 Lastnosti J-grafov

Iz same definicije J-grafov sledi nekaj osnovinh lastnosi, s kratkim
premislekom pa lahko dodatno izpeljemo Se nekaj omejitev in zahtev,
katerim morajo J-grafi zadostovati.

Lastnosti J-grafov:

LV (J(n k)] = (),

2. Graf J(n,k, i) je r-regularen, za r = () (}=F) ,

b eh,

3. [E(J(n, k,0))]
4. n>2k+i.

Tocke 1, 2 in 3 so posledica same definicije [-grafov. Namrec¢ vseh
k-elementnih podmnozic mnoZice |Q)| = n je natanko (}). Po defini-
ciji sta dve vozlis¢i povezani, ¢e je njun presek moci i. Izracun Ste-
vila sosedov za posemezno vozlis¢e tudi sledi iz same definicije. Za
posamezno vozlis¢e tako izberemo i elementov, ki bodo vsebovani v
preseku (izmed k elementov, ki dolocajo vozlisce), ter k — i elementov,



11.2 [-GRAFI

Tabela 52: J(5,2,1), ki predstavlja komplement Petersenovega grafa
oz. Kneserjevega K(5,2) grafa.

ki se v preseku ne bodo nahajali, izmed preostalih n — k elementov v
mnozici ).

Tocka 4 pa sledi iz Zelje, da bo na$ graf povezan, saj ¢e zahteva
iz toc¢e 4 ni zados¢ena, bo imel na$ J-graf natanko o povezav. Z raz-
mislekom vidimo, da ¢e imamo 2 vozlis¢i, bo v njunem preseku (po
definiciji) 7 elementov. Dodatno pa se mora v vsakem vozlis¢u naha-
jati Se k — i elementov, ki vozlis¢ema niso skupni. Torej potrebujemo
mnozico () mo¢i minimalno i + 2(k — i) = 2k — i.

11.2.2 [zomorfizem J-grafov

Pomembno lastnost J-grafov opiSe naslednji izrek o izomorfnosti.

Izrek 11.1. Za poljuben J-graf za katerega velja n > 2k + i velja naslednja
trditev:

J(n,k,i) = J(n,n—k,n—2k+1). (18)
Dokaz. Ozna¢imo dva izbrana grafa na slede¢ nacin:
G = J(n,k,i) (19)

in
Gy, =J(n,n—k,n—2k+i). (20)
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Zelimo poiskati izomorfizem ¢, ki bo slikal G; — G,. Da to drZi, je
potrebno pokazati, da je ¢ bijekciji ter da ohranja sosednost.

Glede na zahteve izomorfizma je tako primeren kandidat za ¢ kar
funkcija, ki mnozici priredi njen komplement. Preverimo torej da
¢ : A — A° izpolnjuje pogoje za izomorfizem.

Grafa G; in G, imata po definiciji binomskih izrekov enako Stevilo

vozlis¢, namrec:
n n
(6) = (") @

Torej je ¢ bijekcija, saj je po definiciji komplement injektivna funkcija
in je torej tudi bijektivna.

Preveriti moramo torej da ¢ ohranja sosednost. V J-grafih je sose-
dnost odvisna le od mo¢i preseka dveh vozlis¢, torej preverimo kaj se
zgodi preseku vozlis¢ v1, v, € V(]), ko nad grafom uporabimo ¢:

v{Nvs| = [(11Un)| =n—|vyUvy| =n— (Jo1] + |v2| — |1 Nw2|) =1 — 2k + 1.

(22)
U

11.2.3 Vozlis¢na tranzitivnost J-grafov

Izrek 11.2. Ce velja n > k > i potem grupa avtomorfizmov grafa J(n,k, i)
vsebuje grupo izomorfno simetricni grupi S,. J(n,k,i) je posledicno voz-
lis¢no tranzitiven.

Dokaz. Dokazati Zelimo, da za poljubno izbrani vozlis¢i u, v € J(n,k, i)
obstaja izomorfizem, ki bo u slikal v v.
Izberimo ¢ € S, in definirajmo njegovo delovanje nad vozlis¢i kot:

Pp(V),VeQ={¢(v):veV} (23)

Ker ¢ € S, je ¢ injektivna in zato tudi bijektivna nad J(n,k,i). Z raz-
mislekom hitro vidimo da ¢ tudi ohranja sosednost. Ce si izberemo
vozliséi v,u € V(J(n,k,i)), je jasno, da se bodo elementi v njunem
preseku ostali tud v preseku ¢(v), $(u), hkrati pa bodo elementi, ki
so bili vozlis¢ema tuji, zaradi bijekcije ostali tuji. Torej iz v ~ u res
sledi ¢(v) ~ ¢(u) in ¢ res ohranja sosednost.

Sedaj lahko pokaZemo, da za poljubni vozlis¢i u, v, kjer velja, u =
{ug,up, ..., ux}, v = {v1,0y,..., 00 ,u,v € V(J(n,k,i)) obstaja pre-
slikava ¢ tako da ¢(v) = u. ¢ izberemo tako, da velja ¢(v1) =
uy,¢(v2) = uy,itn. Presostane name Se mnozica elementov O\v, ka-
tero pa lahko poljubno slikamo na mnozico Q\u, saj sta enakih modi.
S tem smo nas izrek dokazali. O
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11.3 JOHNSONOVI GRAFI

Johnsonovi grafi predstavljajo eno od druzin grafov v J-grafih. Gre za
J-grafe oblike:

](I’Z,k, k— 1)/ (24)
ki jih ozna¢imo z J(n,k). Tukaj velja omeniti $e eno od druzin gra-
fov vsebovanih v J-grafih - Kneserjeve grafe, oblike J(n,k,0), ki jih
oznac¢imo s K(n, k).

11.3.1 Lastnosti Johnsonovih grafov

Johnsonovi grafi predstavljajo druzino grafov v J-grafih, zato so tudi
njihove lastnosti podobne lastnostim [-grafov, z nekaj izjemami, ki
sledijo iz povezave i = k — 1 ki velja za Johnsonove grafe. Lastnosti
Johnsonovih grafov:

VI k)] = (5),

2. Graf J(n, k) je r-regularen, zar = k(n — k) ,

NE(J (k)] = Sk(n — k) (}),
4. n>k+1,

5. J(n,k) = J(n,n—k).
Prve 4 tocke sledijo neposredno iz lastnosti J-grafov, pri ¢emer name-
sto i v enacbe vstavimo k — 1.

Tocka 5 sledi iz izreka o izomorfizmu J-grafov. Ce Johnsonov graf
zapiSemo na slede¢ nacin:

J(n,k) = J(nkk—1) (25)
in v izrek o izomorfizmu grafov vstavimo i = k — 1 dobimo:
J(n,k,k—1)=J(n,n—kn—-2k+k—1)=Jnn—kn—k—1)=J(nn—k).
(26)
Vidimo, da izrek o izomorfizmu drzi tudi za Johnsonove grafe, saj je

J(n,n —k,n —k —1), ki je rezultat izomorfizma ponovno Johnsonov
graf.

[y

(O8]

11.3.2 Premer Johnsonovih grafov

Iz same definicije Johnsonovih grafov, lahko hitro izpelejmo tudi nji-
hov premer, ki v praksi pride prav pri uporabi Johnsonovih grafov v
racunalnistvu, kjer se uporabljajo med drugim tudi pri iskanju popol-
nih kodov, kot je to opisano v [8], kjer se avtor ukvarjajo z obstojem
popolnih kodov v razdaljno tranzitivnih grafih.
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Izrek 11.3. Premer grafa J(n, k) je enak min{n,n — k}.

Dokaz. Izberimo si poljubno vozlis¢e v € V(J(n,k)),v = {v1,02,..., 0}
in ga fiksirajmo. To lahko storimo, saj je Johnsonov graf vozlis¢no

tranzitiven. Sedaj Zelimo poiskati poljubno vozlis¢e u € V(J(n,k)),

tako da bo razdalja med u in v maksimalna.

Vozlis¢e v je fiksirano s k elementi - {v1,vy,...,vx}. Vozlisce u pa
Zelimo izbrati tako, da bo imelo z v kar najvec tujih elementov, ki jih
izbiramo iz mnozice Q\k.

Tujih elementov je n — k, kar pomeni, da se lahko zgodi, da imamo
premalo elementov, da bi lahko izbrali u, ki bi se od v razlikoval
po vseh elementih. Posledica tega je, da imamo v presku vozlis¢
max{0,2k — n} skupnih elementov.

Tukaj lahko lo¢imo dva primera, ¢e se zgodi, da imamo v () dovolj
elementov, da se u in v razlikujeta v vseh komponentah, potem smo
nasli vozlis¢i na maksimalni oddaljenosti. Po definiciji Johnsonovih
grafov vemo, da se dve sosednji vozlis¢i razlikujeta v natanko eni
komponenti, torej bosta vozlis¢i u in v na razdalji k, saj nam vsak
premik po grafu omogoca, da popravimo le eno komponento, torej
bomo potrebovali k korakov, da pridemo iz v do u.

Kaj pa v primeru da v () ni mogoce izbrati dveh vozlis¢, ki bi se
razlikovali v k komponentah? Kot smo napisali zgoraj, to pomeni,
da je v njunem preseku 2k — n skupnih elementov. V tem primeru
pa namesto grafa J(n,k) gledamo izomorfen graf J(n,n — k). Ker je
izomorfizem Johnsonovih grafov definiran kot komplement mnoZice,
ki definira vozlis¢e (Izrek 1.2), se bosta u in v sedaj razlikovali v vseh
n — k komponentah. Torej res drZi, da je premer Johnsonovega grafa
definiran kot min{k, n — k}. O

11.3.3 Hamiltonov cikel v Johnsonovih grafih

Izrek 11.4. J(n, k) ima Hamiltonski cikel za n > 3.

Dokaz. Zgornjo trditev bomo pokazali z indukcijo nad Stevilom vo-
zIis¢ v Johnsonovem grafu J(n,k), z dokazom prirejenim po ¢lanku
Cutsets and Hamiltonian cycles of Johnson graphs"[6].

e n = 3: Za n = 3 obstajata dva Johnsonova grafa: J(3,1) ter
J(3,2), ki pa sta si po Izreku 1.1 izomorfna, torej je dovolj, da
najdemo Hamiltonovo pot v J(3,1). Ce definiramo

O =1{1,2,3}, (27)

potem je J(3,1) kar cikel na treh vozlis¢ih in imamo Hamilton-
sko pot

{1} = {2} = {3} = {1}. (28)
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e 1 = n + 1: Definirajmo 2 Johnsonova grafa, na slede¢ nacin:

Ci=Jn—1k-1),

C = J(n—1k). (29)
Po indukcijski predpostavki sta C; in C; Hamiltonska oz. vsebu-
jeta Hamiltonov cikel. Sedaj Zelimo pokazati, da lahko na pod-
lagi obstoja Hamiltonovega cikla v C; ter C; dokaZemo obstoj
Hamiltonovega cikla v J(n, k). Za laZjo predstavo definirajmo

Q ={ay,a3,a4,...,0,}. (30)
Sedaj pa v vsako vozlis¢e v grafu C; dodajmo element a; ter
poglejmo C; in C; v kontekstu grafa J(n, k).
Graf C; je sedaj izomorfen ciklu skozi (}1) vozlis& v J(n, k), ki
vsebujejo element a;. Graf C; pa je izomorfen ciklu skozi (”;1)
vozlis¢ v [(n,k), ki elementa al ne vsebujejo. Torej sta cikla C;

ter C; disjunktna, hkrati pa skupaj pokrijeta

n—1 n n—1\ (n (31)
k—1 k) \k 3
vozlis¢, kar pa so ravno vse vozlista v ] (1, k). Ce nam sedaj uspe
dokazati obstoj vozlis¢ a, b, ¢, d, za katera velja:
- a,beCy;c,de Cy,
—a~ba~c,d~c,d~Db.
potem smo izrek uspesno dokazali, saj lahko nato cikla C; in C;
preko vozliis¢ a, b, c,d zdruzimo v en cikel, ki bo Sel skozi vsa
vozlis¢a v J(n, k).
S premislekom hitro najdemo iskana vozlis¢a definirana na na-
slednji nacin:
- a= {611,[12, az,... Iak}l
- b={ay,a3a4,...,a},
- c=Aap,az,ay,...,a,+1},
- d={az,ay,as,...,a+2}.

11.4 ZAKLJUCEK

V seminarski nalogi predstavimo druZino posplosenih Johnsonovih
oz. [-grafov, njihove osnovne lastnosti, nato pa preidemo na Johnso-
nove grafe, ki so ena od pod druZin J-grafov. Lastnosti ter dokazi
so povzeti po [}, 2, 3, 4]. Pri Johnsonovih grafih izpeljemo Se njihov
premer ter pokazemo da so vsi Johnsonovi grafi tudi Hamiltonski.
Dokaz Hamiltonskosti je prirejen po [6, [7].
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