Uvod

Navadne diferencialne enacbe so enacbe, v katerih poleg neodvisne
spremenljivke, ki jo bomo obi¢ajno oznacevali s z (ali pa s ¢, ¢e bomo
imeli v mislih ¢as), nastopa tudi neznana funkcija te spremenljivke, y,
in njeni odvodi. Splosna diferencialna enacba je tako oblike

Flty, o,y y™),
kjer je F' neka funkcija n + 2 spremenljivk. Na primer
y =y +sinx
ali
ysiny” +ya? = 0.
Najvisja stopnja odvoda, ki v diferencialni enacbi nastopa je red dife-
rencialne enacbe. Prva zgornja enacba ima red 1, druga pa je drugega
reda.

Resitev diferencialne enacbe je vsaka funkcija y(x), ki zadoscéa dani
enacbi. Funkcija y(z) = e** je reitev diferencialne enacbe

y' = ky,
ker je
(e") = ket
Zacetna naloga je diferencialna enacba, skupaj z zacetnim pogojem.
Zacetni pogoj v primeru diferencialnih ena¢h prvega reda pomeni, da
predpisemo vrednost funkcije v neki tocki, v primeru diferencialne
enachi n-tega reda pa predpisemo poleg vrednosti v neki tocki Se vse
odvode v tej tocki, vse do (n — 1)-ga odvoda. Funkcija y(x) = e je
torej resitev zacetne naloge
y' =ky, y(0)=1,

medtem ko je y(z) = 7e** reitev zacetne naloge

v =ky, y(0)=T1.
Diferencialne enacbe loc¢imo na linearne diferencialne enacbe, to so
enacbe oblike

an(2)y™ + ap_y (2)y™ Y 4+ -+ agy = g(z),

in nelinearne (vse ostale), to so take, kjer neznana funkcija ali njeni
odvodi nastopajo nelinearno. Linearne diferencialne enacbe so obic¢ajno
lazje obvladljive. Poglejmo si primer nihala na vrvici.
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UvOD 2

Newtonov zakon nam da
ml¢g” = —mgsin ¢
oziroma
o+ %singb —0.

Ta enacba je nelinearna, ker funkcija ¢ nastopa kot argument funkcije
sin. Te enacbe eksplicitno ne znamo resiti. Ker velja

sing ~ ¢,
sin ¢

za majhne kote (limyo=3* = 1), enacbo lineariziramo, in dobimo

linearno diferencialno enacho
o' +59=0,
katere resitev je vsaka funkcija oblike ¢(t) = asin (\/?t) +bcos (\/?t).

Poleg navadnih diferencialnih enac¢b obravnavamo tudi sisteme di-
ferencialnih enachb. Kot primer si poglejmo Lotka-Volterrov sistem

¥ = ax — By

/ E—

Y = =y + oy,

s katerim modeliramo dinamiko dveh populacij, plena (z) in plenilca
(y). V tem primeru torej is¢emo dve funkciji z(t) in y(t), ki resita ta sis-
tem (neodvisna spremenljivka je sedaj ¢as t).. Ta sistem je nelinearen,
ker imamo v enachah produkt zy.



Diferencialne enacbe prvega reda

Splosna diferencialna enacba prvega reda je oblike

y = F(z,y),

kjer je F' funkcija dveh spremenljivk. Zacetna naloga za tako diferen-
cialno enacbo je dodatni pogoj y(xo) = yo, kjer mora tocka (zo, yo) biti
iz definicijskega obmocja funkcije F'. Brez dokaza navedimo osnovni
izrek o obstoju resitev

IZREK. Naj bo F(x,y) zvezno odvedljiva po spremenljivki y in zve-
zna v spremenljivki x in naj bo (xg,yo) poljubna tocka iz definicijskega
obmoéja. Potem obstaja € > 0 in ena sama funkcija y(x), definirana
na (xo — €,xo + €), ki resi zacetno nalogo

Yy =F(z,y), y(to) = yo.

Polje smeri

Splosna diferencialna enacba prvega reda je oblije v/ = F'(z,vy), kjer
je F neka funkcija dveh spremenljivk. Ce je y(x) resitev te enacbe, ki
gre skozi neko dano tocko (xg,yp) to pomeni, da mora veljati y'(zq) =
F(z0,v0), kar pomeni, da ima tangenta na graf funkcije y(x) v tocki
(20, 0) smerni koeficient enak k = F(xg,90). Ce torej v vsaki tocki
(20, yo) ravnine zy nariSemo delcke vektorjev, ki kazejo v smeri (1, F'(zo, yo)),
(temi recemo polje smeri), mora graf funkcije, ki resi to enacbo, v vsaki
tocki biti vzporeden tem vektorjem. Ponazorimo to s primerom.

PRIMER. Poglejmo si diferencialno enacbo

/

Polje smeri dobimo tako, da v vsaki tocki (z,y) narisemo del¢ek vek-
torja, ki kaze v smeri (1, zy). V tocki (1/2,1/2,) mora tako, na primer,
vektor kazati v smeri (1,1/4).
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Polje smeri za enacbo vy = xy skupaj z dvema resitvama.

Osnovni izrek o obstoju resitev nam geometrijski pove, da ce je
funkcija F'(x,y) (in s tem polje smeri) dovolj lepa, torej zvezna in ozve-
zno odvedljiva po drugi spremenljki, lahko iz vsake tocke vsaj nekaj
casa risemo graf, ki bo sledil polju smeri.

Enacbe z loc¢ljivimi spremenljivkami
Najpreprostejsa diferencialna enacba prvega reda je enacba oblike

y' = f(z).

Resitev te enacbe je vsak nedoloceni integral y(z) = [ f(t)dt. Vsako
zaceto nalogo y(zg) = yo resimo s pravilno izbiro integracijske kon-
stante.

PRIMER. Pois¢imo splosno resitev diferencialne enache
1
1+ a2

in tisto resitev, ki zadoS¢a zaCetnemu pogoju y(0) = 1. Enacbo pre-
prosto resimo z integriranjem

/

Y

1
y(z) = / T xde = arctanz + C.

V splosni resitvi imamo torej parameter C', ki ga lahko poljubno izbe-
remo. Ce imamo zacetni pogoj y(0) = 1, mora veljati C' = 1. Resitev
zacetne naloge je zato

y(x) = arctanx + 1.

Diferencialne enacbe z locljivimi spremenljivkami so enacbe oblike

y' = f(y)g(x).
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Postopek resevanja je naslednji

dy
= T()g(z)
dy
—— =g(x)dx
/) 9z)
dy /
—— = [ g(x)dx+ C.
foy
Ce oznagimo H(y) = [ & 7 in G(z = [ g(z)dt, tako dobimo im-

plicitno obliko resruve v obliki
H(y) = G(z) + C,
ki jo lahko nadalje poskusimo napisati v eksplicitni obliki
y(x) = H(G(2) + C).
Preverimo, da je to res resitev nase enache

Y(z) = (H 'Y (G(x)+C)G () = !

H'(H-Y(G(x) + C))
PRIMER. Enac¢ba y' = ky ima locljive spremenljivke. Resitev je

Yy @——kd / /kd
dx

& logly| = kx +C & |yl =% oy = Dek?.

G'(x) = f(y)g(z).

Ce resujemo zacetno nalogo y(0) = yo, je resitev y(t) = yoek?

PRIMER. Enacba zy’ — 1 = 32 ima locljive spremenljivke, saj jo
lahko zapisemo v obliki

,_ Yyt
y =
x
Resitev je
d 241 d
dx x v+1 Y2+ 1 x

& arctany = log |z| + C' < y = tan(log |z| + C)

Linearne diferencialne enacbe prvega reda

Linearna diferencialna enacba prvega reda je enacba oblike

v+ f)y = g(t),
kjer sta f in g poljubni zvezni funkciji na nekem intervalu I ¢ R. Ce
je g = 0, recemo da je enacba homogena.
Postopek resevanja linearnih diferencialnih enacb prvega reda je
naslednji. Najprej resimo homogeno enacho

v+ [ty =0.
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Enacba ima locljive spremenljivke

d d d
d—‘?=—f(t)y<:>?yz—f(t)dt@/?y:_/f(t)d”c

log |y| = —/f(t) dt + C < y = De /IO,
Resitev homogene enacbe ¢’ + f(t)y = 0 je torej
fy — De_ff(t) dt’
in je definirana na celem intervalu I.Nehomogeno enac¢bo
v+ [ty =g(t)
resujemo z nastavkom
y = D(t)e /O

Tej metodi recemo metoda variacije konstante, saj smo konstanto D v
resitvi homogene enacbe nadomestili z neznano funkcijo D(t)

/

v+ 10y = (DO TO") 4 f(t) (Dee 110)

= D(t)e 1O 4 D)e ITOU(— f(1)) + f(1)D(t)e IO

— D/(t)e— ff(t) dt.
Zato mora veljati

D' (t)e” O = g(t),
oziroma
D(t) = /g(t)eff(t) it + B,
kjer je E poljubna konstanta. Splosna resitev diferencialne enacbe
v+ f(t)y =g(t)

je torej

y(t) = (/g(t)eff(t) dtdt) e~ JIWdt 4 pe=Ji®dt
in obstaja na celem intervali 7. Ce imamo predpisan Se zacetni pogoj,
zacetno nalogo resimo s primerno izbiro konstante F.

PRIMER. Resimo zacetno nalogo
v —2ty=t, y(0)=0.

Najprej resimo homogeno enacho 3y’ — 2ty =0
d d
d_zzi :2ty(:)/—y :/Qtdzﬂ:)log]m :/Qtdt—i—C'(i)y:DetQ.
Y

. ~ -« 2
Resimo e nehomogeno enacbo z nastavkom y = D(t)e
t2

y —2xy = D'(t)e”” + D(t)e""2t — 2tD(t)e” =1,
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torej

Zato je
D(t) = /te_t2dt = —%e_tQ +E.
splosna resitev diferencialne enacbe je torej
y(t) = (—%e‘t2 + E) e’ = —% + Ee’.
Ce zelimo e upostevati zacetni pogoj, mora veljati
y(0)= 2+ E=0sE=1

2 2

Resitev zacetne naloge je

PRIMER. V jezeru je 10°m? vode. Vsako leto v jezero z reko pritece
5 - 10'm? vode, ki vsebuje skodljive kemikalije z gostoto v(t) = 2 +
sin 2tg/m3, kjer je t izrazen v letih. Izratunajmo gostoto $kodljivih
kemikalij v jezeru v odvisnosti od ¢asa ¢, ce je bila v zacetku, ¢t = 0,
gostota kemikalij enaka 0.

Naj bo Q(t) koli¢ina kemikalij v jezeru v ¢asu t, izrazena v gramih.
Potem velja

Q'(t) = 510" x (2+sin 2t)— (Q(t) /10%) x5:10* = 5-10* x (2+sin 2)—Q(t) /2.
Imamo linearno diferencialno enacbo za Q(t). Resitev homogene enacbe

dQ B
ZE+Q1)/2=0

je
Q = De™'2,
Nehomogeno enacho regimo z nastavkom y = D(t)e™/? in dobimo
D'(t)e™? = 5-10* x (2 + sin 2t)

oziroma
D'(t) =5-10* x (2 4 sin 2t)e!2.

Zato je

D(t) =5-10* /(2 +sin 2t)e!/? = 5 - 10*(4e'/? + /sm 2t e'/2dt) + E.
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Integral [ sin2¢ e!/2dt lahko izra¢unamo z integracijo po delih
1 1
/sin ot et/ 2dt = —5 cos 2t /% 4 1 /cos ote!/2dt
= —lcos%et/2 - lsinZtet/2 _ L /sin2t et 2dt
2 8 16

2
= /sin ot e/ 2dt = 7 (sin 2t — 4 cos 2t) e'/?

Skupaj je
5 10° —t/2
Qt)=2-10 +1—7(81n2t—4c082t)+Ee :
Ker v casu t = 0 v jezeru ni kemikalij, je E = —‘Z’—(; -10°. Zato je gostota
kemikalij v jezeru v casu t enaka

1
T (34 — 30e~"% + sin 2t — 4 cos 2t) g/m’.

L L L L L L L leta
2 4 6 8 10 12 14

Gostota kemikalij v jezeru

Logisticna diferencialna enacba
Najpreprostejsi model za rast populacije je model naravne rasti

dy

dt
V tem modelu predpostavimo, da je narastek populacije premo soraz-
meren z nekim faktorjem r stevilu osebkov te populacije. Ta faktor je
lahko tudi negativen, v primeru, ko se populacija zmanjsuje zaradi, na
primer, pomanjkanja hrane. Kot smo videli zgoraj, je resitev te enacbe,
pri zacetnem pogoju y(0) = o, eksponentna funkcija

ry.

y(t) = yoe™.

Najbolj oc¢itna pomanjkljivost tega modela je zagotovo, da ni vzdrzen
na dolgi rok, saj predpostavlja, da populacija raste ¢ez vse meje. V
realnosti se s povecevanjem populacije hkrati zmanjsuje koli¢ina virov,
ki jih populacija potrebuje za prezivetje, zato je pricakovati, da je faktor
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r, ki nam doloca naravni prirastek, odvisen od samega Stevila osebkov.
Bolj realni populacijski modeli so zato oblike

dy

“_h
7 (v)v,

kjer je h neka primerna funkcija. Ce je h(y) = r, dobimo model naravne
rasti. Pri logisticnem modelu rasti, ki ga imenujemo tudi Verhulstov
model, vzamemo

h(y) =Tr—ay,
kar pomeni, da se sam koeficient, ki nam doloca prirastek, linearno
zmanjsuje s Stevilom osebkov v populaciji. Prirastek je enak 0, ko je
stevilo osebkov enako nosilni kapaciteti K := r/a. Logisticno diferen-
ctalno enacbo obicajno pisemo v obliki

dy _ (1 _ ﬂ) y
dt K/
Poglejmo si polje smeri.
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Polje smeri za enacbo y' = 0.5y(1 — y/2).

Ker je pri y = 0 in y = K desna stran logisticne diferencialne
enacbe anaka 0, je tam polje smeri vodoravno in funkciji y(¢) = 0 in
y(t) = K sta resitvi logisticne diferencialne enacbe. Ti dve resitvi
imenujemo stacionarni resitvi. Resitev y(t) = 0 je nestabilna, saj ze
majhna sprememba v zacetnem pogoju povzroci, da se resitev odmakne
od te stacionarne resitve, resitev y(t) = K pa je stabilna stacionarna
reSitev.

Logisti¢na diferencialna enacba je enacba z locljivimi spremenljiv-
kami in jo lahko resimo simbolno. Poglejmo si splosno resitev.

dy _ y dy dy  _
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Integral zadnji ekvivalenci izracunamo s pomocjo razcepa na parcialne
ulomke:

1 _1+1 1
(I-%)y v Kl-%
Zato je
/ dy /dy 1/ dy
- 7 @@ = _+_ 7
(1-%)y y KJ1l-%
Y
— log |y| —1 ’1——‘ E
ogly| —log |1 — | +
Ky
=1 E
og K_y‘—l—
Torej
K y
1 E=rt+D& 22— =(Ce"
0g K—y + rt + <:>K_y ;

kjer je C' poljubna realna konstanta. Ce imamo zacetni pogoj 4(0) = yo,

velja
Yy Yo rt

g 6,
K — 1 K-y K-y

oziroma

y = Kyo
Yo + (K —yo)e
Ce je yo > 0 v limiti dobimo

lim Ko =
t=o0 9o + (K — yo)e "

Y

kar pomeni, da se populacija, ne glede na zacetno stevilo osebkov, pri-
blizuje nosilni kapaciteti K.

y

Logisti¢na rast pri razlicnih zacetnih pogojih

PRIMER. Predpostavimo, da stevilo rib v morju narasca logisti¢no

7 enacho
B _ ., (1 _ g)
dt K/’
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¢e 1ib ne lovimo. Ce predpostavimo, da ljudje vlagajo enako napora
v ribarjenje, neodvisno od koli¢ine rib, potem je Stevilo ulovljenih rib
sorazmerno Stevilu rib, ki so trenutno v morju. Tako za stevilo rib v
morju dobimo diferencialno enac¢ho

Stevilo rib se na daljsi rok priblizuje vrednosti (1 — q/7)K, zato se
stevilo ujetih rib na daljsi rok priblizuje vrednosti ¢(1 — ¢/r)K. Na
daljsi rok bomo torej uspeli loviti najvec rib, ¢e bo ¢ izbran tako, da
bo vrednost funkcije g(q) = ¢(1 — ¢/r) K maksimalna, torej

§d(q)=1-=2q/r =0 quax = 17/2.

PRIMER. Logisticno enacbo lahko uporabimo pri kemijskih reakci-
jah A+ B — P drugega reda, kjer ima vsak od reaktantov red 1. Ce je
[P] koncentracija produkta P, sta [A] = [A]p — [P] in [B] = [B]o — [P]
zaporedoma koncentraciji reaktantov A in B ([A]y in [B]y sta zacetni
koncentraciji reaktantov), in imamo diferencialno enac¢bo

Predpostavimo, da je [A]y > [By] in oznacimo y = [A]y — [P]. Potem
je

dy

= ky([Al = [Blo —y) = k(4]0 — [Blo)y (1 - m> |

Dobili smo logisticno diferencialno enacbo, in ¢e upostevamo zacetni
pogoj y(0) = yo = [A]o, dobimo resitev

y = —1Alo([A]o — [Blo)
[A]o + [Bloe Al ~[Blo)t”

Ce upostevamo [P] = [A], — y, dobimo regitev

[Alo[Blo (eXAo-1Bl0)t _ 1)

[Pl = [A]peF(Alo-1Blo)t — [B],

ki nam da koncentracijo produkta reakcije v odvisnosti od casa. V
limito dobimo pricakovan rezultat

lim [P] = [Bls.

t—o0
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[Alo

Bl R === === === === mmm=mmmmmmmmmmm————o oo

B]

Koncentracije v primeru Ag = 2.2B,
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Poglejmo si Se posplositev modela logisti¢ne rasti na logisti¢no rast
s pragom. V tem modelu predpostavimo, da populacija izumre, ce
je Stevilo osebkov te populacije pod nekim kriticnim pragom, ¢e pa je
Stevilo osebkov nad tem pragom, pa se populacija na dolgi rok priblizuje
nosilni kapaciteti. Najbolj preprost tak model je podan z diferencialno

enacbo

(=

kjer je 0 < T < K. V tem primeru polje smeri izgleda kot

3.0
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Polje smeri za enacbo y' = —0.6y(1 — y/2)(1 — 2y).

Dobimo tri stacionarne resitve, y = 0 (stabilna), y = 7" (nestabilna)

in y = K (stabilna).

Diferencialno enac¢bo je v tem primeru nekoliko tezje eksplicitno
resiti, ceprav ima loc¢ljive spremenljivke, lahko pa iz polja smeri precej

dobro ugotovimo obnasanje resitve.



Sistemi diferencialnih enac¢b prvega reda

Splosni sistem diferencialnih enacb prvega reda je oblike

yll = F1<x7y1>y27 S 73/71)
(1) y§:F2<x7y17y27"-7yn>

y;L = Fn(xaylay% cee 7yn>7

kjer so F1, Fy, ..., F, neke funkcije n 4+ 1 spremenljivk. Resitve takega
sistema so funkcije y1(x), y2(x), . . ., yn(x), ki zadostijo sistemu. Zacetni
pogoj za tak sistem je oblike yi(zo) = y', y2(to) = ¥% ..., yn(to) = ¥",
kjer so y',y%,...,y" € R.

IZREK (Picardov eksistencni izrek). Naj bodo funkcije Fi(t), k =
1,...,nvsistemu (1) zvezne in svezno parcialno odvedljive po vseh spre-
menljivkah y;, 7 = 1,2,...,n, v okolici neke tocke (x,,y*,y?, ..., y").
Potem ima sistem (1) enolicno resitev yy(x), y2(x), . .., yn(x), ki zadosca
zacetnemu pogoju y1 (o) = y', y2(x0) = ¥2, ..., yn(x0) = y", in so vse
funkcije definirane vsaj na intervalu (xo — €, o + €), za nek € > 0.

Sistem je linearen, ce je oblike

y1 = an(@)y1 + ar2(v)y2 + -+ + @10 (2)yn + g1(2)
yé = a9y (ZE)yl + a22($)y2 + -+ a2n('r>yn + gg<l’>

Yo = an1 (2)y1 + ana(2)y2 + - - + Ao ()Y + g (),

linearen homogen, ce velja Se gi1(x) = go(x) = ... = gu(x) = 0, in
linearen s konstantnimi koeficienti, ¢e so vse funkcije a;; konstantne,
torej dejansko neodvisne od x.

OPOMBA. Iz Picardovega eksistencnega izreka sledi eksistenéni iz-
rek za navadne diferencialne enac¢be poljubnega reda. Diferencialne
enacha n-tega reda je oblike

(2) y(n) = F(:L" y? y/7y”’ A 7y(n_1))7
zacetna naloga za tako diferencialno enacbo pa je
(3) y(zo) = 4°, ¢/ (w0) = ',y Vwo) = y" "

13
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Splosno diferencialno enacbo n-tega reda lahko preprosto preobliku-
jemo v sistem n diferencialnih enach prvega reda:

?/1 = Y
yé = Us
y;—l = Un

y;;, = F(xayby%"'?yn)-

Iz Picardovega eksisten¢nega izreka zato sledi, da ima vsaka diferen-
cialna enacba n-tega reda, oblike (2) pri vsakem zacetnem pogoju (3)
enolicno resitev, ki obstaja na nekem majhnem intervalu okrog tocke
Xo, Ce je le F' zvezna in zvezno parcialno odvedljiva po zadnjih n spre-
menljivkah.

Sistem linearnih diferencialnih enacb

V nadaljevanju bomo namesto neodvisne spremenljivke = pisali t,
odvisne funkcije y, pa bomo zamenjali z x,. Namesti s ¢rtico, bomo
odvod po t oznacevbali s piko.

Sistem navadnih linearnih diferencialnih enacb zapisemo kot

Zp(t) = Zakj(t)mj(t) +fut); k=1,2,...n,

v matri¢ni obliki pa kot

kjer oznacimo

Cln(? a12(? e aln(? i (?
A= |0 O] gy | R
an1 (t) An2 (t) s Gpp (t) fn (t>

Pri tem so funkcije ay; in fi definirane (in obicajno zvezne) na ne-
kem intervalu I = [a,b]. Resitev sistema je vsaka odvedljiva vektorska
funkcija

1(t)
Ta(t
aw - |
T (t)
ki zadoscéa zgornjemu sistemu. Vektorska funkcija Z(t) resi zacetno
nalogo pri zacetnem pogoju x1(tg) = x%, x5(tg) = 29, ..., 2,(tg) = 22,

¢e resi sistem diferencialnih enacb v okolici tocke ¢, in hkrati zadosti
zacetnemu pogoju. Eksisten¢ni izrek nam v tem primeru da resitev,
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ki je difinirana na celotnem intrevalu, kjer so vse funkcije definirane in
zvezne.

IzrEK (Eksistencni izrek). Naj bodo ay;(t), k,j =1,...,nin fi(t),
k =1,...,n zvezne funkcije na intervalu [a,b] in ty € [a,b]. Sistem
navadnih linearnih diferencialnih enacb

i) = Zakj(t):l:j(t) + fe(t); k=1,2,...n,

je pri vsakem zacetnem pogoju
rp(to) =2 k=1,2,...,n,
enolicno resljiv in resitev obstaja na celem intervalu [a,b].

V naslednjih nekaj razdelkih bomo pokazali, kako v primeru, ko
matrika A v zgornjem sistemu ni odvisna od ¢, reSevanje sistema pre-
vedemo na povsem algebraicen problem lastnih (in korenskih) vektorjev
ter lastnih vrednosti matrike A.

Homogeni sistemi linearnih enacb

Poglejmo si homogen sistem

n

j=1
oziroma

(4) Z(t) = A(t)= (1),
kjer so koeficienti matrike A, ay;, zvezne na intervalu [a, b].

TRDITEV. Regitve homogenega sistema (4) tvorijo vektorski pro-
stor.

DokAz. Ce sta vektorski funkciji #(¢) in 4/(t) resitvi sistema, potem
pri poljubnih konstantah A, 4 € R velja

AT + py) = NAT + pAg,
zato je 2 = A¥ + py tudi resitev sistema. O

Predpostavimo sedaj, da so vektorske funkcije 7, @y, ..., T, resitve
sistema (4). Torej velja Ty = ATy, za vsak k = 1,2, ...,n. Ce sestavimo
te resitve v n X n matriko

X(t) = [#1(8), Zo(t), -+, T (D)),
je matrika X matri¢na resitev matri¢ne enache
X = AX,
saj velja
AX = [AZ), ATy, -+ AZY] = [B1, 2o, -+, 0] = X.
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Vektorske funkcije 'y, s, ..., %, so linearno odvisne, ¢e obstajajo
konstante A1, Ao, ..., \,, ne vse enake 0, da velja

)\11_:1 -+ )\252 + ... )\nfn = 0
Ce sistem vektorskih funkcij ni odvisen, re¢emo, da je neodvisen.
TRDITEV. Naj bodo vektorske funkcije ¥, T, ..., T, resitve sistema

(4) in X = [#1, %y, ..., Z,]. Naslednje trditve so ekvivalentne:

(i) Matrika X (t) je singularna za vsak t € [a,b].
(i1) Matrika X (to) je singularna za nek ty € |a,b].
(111) Vektorske funkcije &1, Zs, ..., &, so linearno odvisne.

Doxaz. Implikaciji (i) = (ii) in (iii) = (i) sta o¢itni. Pokazimo
torej (ii) = (iii). Naj bo matrika X (¢¢) singularna. Tedaj obstajajo
konstante A1, \o..., \,, ne vse enake 0, da velja

n

> NeFi(to) = 0.

k=1

Vzemimo vektorsko funkcijo

3

Ker resitve sistema 7 = A7 tvorijo vektorski prostor, je T resitev sis-
tema pri zac¢etnem pogoju Z(ty) = 0. Iz Eksistencnega izreka sledi, da
velja

E(t) =Y MFk(t) =0

za vsak t, saj imamo enolicno resitev zacetne naloge. Vektorske funkcije
so torej linearno odvisne. O

[ZREK. Vektorski prostor resitev sistema (4) je n-razsezen.

DokAz. Naj bo ty poljubna tocka iz [a,b] in naj bo za vsak k =
1,2,...,n vektorska funkcije 7 (tista) resitev sistema (4), ki zadosca
zacetnemu pogoju

Ty (to) = e,
kjer je e enotski vektor, ki ima na k-tem mestu 1. Matrika X (t) =
[Z1(t), Z2(t), ..., Z,(t)] je nesingularna v tocki ty. Naj bo sedaj & po-
ljubna resitev sistema (4). Potem lahko najdemo konstante A\j, Aa, ..., A,
da velja
Z(to) = MZ1(to) + AeZa(to) + -+ + AnZn(to).

Ker je vektorska funkcija

MZ1(t) + XoZa(t) + - - - + X\ @n ()
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reSitev sistema pri istem zacetnem pogoju pri to kot Z(t), je zaradi
enoli¢nosti

Z(t) = MZ1(t) + AoZa(t) + - - - + A\ ()

za vsak t. Vsako resitev torej lahko napisemo kot linearno kombinacijo
linearno neodvisnih resitev &, ¥s, ..., T),. ]

DEFINICIJA. Fundamentalna matrika v tocki ¢y je matricna funkcija
t — W(t, ty), kjer je

W(t,to) = [T1(t), To(t) - - - T (t)]
in kjer so ¥ resitve sistema (4), ki zados¢ajo zaCetnim pogojem
fk(to) = €, k= 1,2, N,

kjer je ey k-ti enotski vektor. Fundamentalna matrika je torej resitev
matri¢ne diferencialne enacbe X = AX, ki zadosca zaCetnemu pogoju

X(to) = W(to,to) = 1.
IZREK. Vsako resitev & sistema (4) lahko zapiSemo kot
Z(t) = W(t,t0)Z(to)-

Vsako resitev matricne diferencialne enacbe X = AX lahko zapisemo
kot

X(t) = W(t, to) X (to).
DokAzZ. Splosno resitev sistema lahko zapisemo kot
Z(t) = V(t, to)cC,
ker tvorijo stolpci matrike W(¢,¢y) bazo vektorskega prostora. Ker je
T(to) = W(to, to)c = €,

dobimo
Z(t) = W(t, to)Z(lo).

Izjava o resitvi matri¢ne enacbe se dokaze povsem analogno. U

Ker velja X (t) = WU(t, )X (to), je seveda U(t, ty) = X (1) X (to),
dobimo preprosto posledico, ki jo bomo potrebovali v nadaljevanju.

POSLEDICA. Ce je X nesingularna resitev matricne diferencialne
enacbe X = AX, potem velja

Ut to) = X ()X (to).
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Homogeni sistemi s konstantnimi koeficienti

V primeru, ko imamo opravka s homogenim sistemom linearnih
enach prvega reda s konstantnimi koeficienti, se reSevanje prevede na
iskanje lastnih vrednosti in lastnih (ali korenskih) vektorjev matrike A.

Naj bo torej

Z(t) = AZ(t)
sistem enacb, pri ¢emer je A n X n realna matrika. Naj bo ¢ lastni
vektor matrike A pri lastni vrednosti A. Vidimo, da je

Z(t) = Mo
resitev enacbe, saj velja
Z(t) = NeMT = MAT = AZ(t).
Ce ima matrika A n linearno neodvisnih realnih lastnih vektorjev v;,05,
.. .U, s pripadajo¢imi (ne nujno razliénimi si) realnimi lastnimi vre-
dnostmi Ay, Aa, ..., A\,, bomo s tem dobili n linearno neodvisnih realnih
resitev @, = ey, k = 1,2,...,n. Da so te resitve dejansko linearno

neodvisne, vidimo s tem, da je matrika resitev X = [Zy,s,...,2,] v
tocki t = 0 enaka [0y, U, ..., Ty].

PRIMER. Pois¢imo splosno resitev sistema

Y1 = Y1 + o
Yo = dy1 + 4o
in poiséimo tisto reSitev, ki zadoséa zacetnemu pogoju y1(0) = 2,
y2(t) = 2. Pois¢imo lastne vrednosti matrike
11
A= [ h 1].
1—A 1
‘ 4 1_A‘ =X -22-3=\N-3)(A+1)=0,
torej imamo dve lastni vrednosti, Ay = —1 in Ay = 3. Pois¢imo oba

lastna vektorja. Pri A\; imamo

2 1 V1] 0 . .
[4 2} L’Q] = {O} , torej 2v; + v = 0.

Za vektor v torej lahko vzamemo

!
v = _9
Podobno za Ay = 3 dobimo

—2 1 v 0 . o
[4 _2} L}?] = {O] , torej — 2v; + v, = 0.
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Za vektor vy torej lahko vzamemo

o

Splosna reSitev sistema je torej
y(r) = Ae™™ [_12] + Be** B} ,
oziroma
yi(z) = Ae™™ + Be*,
yo() = —24e™" + 2Be*.
Ce zelimo zadostiti zacetnemu pogoju y1(0) = y2(0) = 2, potem mo-
ramo konstanti A in B dolo¢iti tako, da bo veljalo.

2=A+ B,
2=—2A+2B,

torej A =1/2 in B = 3/2. Resitev zacetne naloge je zato

e 4 3e3”
yl(x) = T?

Yo () = —e " + 3.

Nastopita lahko dve tezavi. Lahko da vse lastne vrednosti matrike
A niso realne, Ceprav je matrika sama realna, ali pa, da ne moremo
najti n linearno neodvisnih lastnih vektorjev, saj je lahko algebrai¢na
veckratnost neke lastne vrednosti vecja od geometricne veckratnosti.

Kompleksne lastne vrednosti.

Poglejmo, kako postopamo, ¢e neka lastna vrednost A = p+iw in s tem
pripadajoci lastni vektor v = @ + ¢ nista realna. Ena od moznosti je,
da za reSitev vseeno vzamemo funkcijo #(t) = eM#, kjer je

eM = et (cos(wt) + i sin(wt)) .

Taka resitev potem seveda ni realna, vendar s primerno izbiro konstant,
ki bodo v tem primeru lahko kompleksne, vseeno resimo vsako zacetno
nalogo. Lahko pa preprosto za resitvi vzamemo realni in imaginarni del

kompleksne vektorske funkcije #(t) = e (spomnimo se, da je tudi A

—

lastna vrednost z lastnim vektorjem #). Tako dobimo dve realni resitvi
7 = e (cos(wt) @ — sin(wt )W)

in
Ty = e (sin(wt)d + cos(wt)w) .

Ce torej predpostavimo, da ima matrika A n linearno neodvisnih lastnih
vektorjev vy, Us, . . ., Up, bomo s tem dobili n linearno neodvisnih resitev
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homogenega sistema. Preverimo samo, da so tudi v primeru, ¢e so ne-
katere lastne vrednosti iz C\R, te resitve linearno neodvisne. Naj bodo
M, Ao, Ag, Ap pari kompleksnih lastnih vrednosti in @, ¥ . . . , O, Uk
pripadajoci lastni vektorji, ter Aoky1, ..., A, preostale realne lastne vre-
dnosti s pripadajo¢imi realnimi lastnimi vektorji @y, . . ., ¥). Ce pisemo
Aj = [j + iwj in U; = Uy, + 10, so potem resitve

fl = G'ult (COS(Cult)ﬁl — sin(wlt)u_fl)

Ty = e (sin(wyt )iy + cos(wyt)w)

fgk_l = €ukt (cos(wkt)ﬁk — sin(wkt)lf)k)

—

Top, = e (sin(wyt) @y + cos(wyt )W)

= eM2k+1

Tok+1 Vok+1

z, = e,
Matrika resitev X = [Z1,..., %] je v tocki ¢t = 0 enaka
[U’17w17 vy Uk, W, U2k+17 L 7Un]-

Ker je matrika
[U1, U1, ..« Uk, Uk, Uoga1s - - - 5 Un)
nesingularna, je tudi matrika
[01, W1, . .., Uk, Wk, Uagg1s - - -, Un)
nesingularna, saj jo dobimo tako, da vsakemu drugemu stolpcu izmed
prvih 2k stolpcev odstejemo prejsnji stolpec in nato delimo ustrezne

stolpce z —2i. Ce nato vsakemu lihemu stolpcu izmed prvih 2k stolpcev
odstejemo i-krat naslednji sodi stolpec, dobimo matriko

[u17w17 .. 7uk7wk7v2k}+17 .. 7Un]‘

S tem je tudi ta matrika nesingularna, zato so zgornje resitve linearno
neodvisne.

PRIMER. Pois¢imo splosno resitev sistema
Y1 = 3y1 — 2y
Yo = 4y1 — Yo

in tisto resitev, ki zadosca zacetnemu pogoju y1(0) = 0, y2(0) = 1.
Poiscimo lastne vrednosti matrike

3 -2
A:[4 _1]
‘S—A -2

— \2 _ —
| _1_AM_A 2\ +5 = 0.
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Torej imamo dve lastni vrednosti, A\; = 1+ 2¢ in Ay = 1 — 2¢. Pois¢imo
lastni vektor za lastno vrednost 1 + 2i:

2-2 -2 1[w] [0 . . B
[ i o 22} L}J = {0} , torej (2 — 2i)vy; — 2v9 = 0.

Za vektor v torej lahko vzamemo

SRR

Splosna resitev sistema je torej

i) = (4 (con2e [] sz [ 2]} 4. (s [ 0] - sne[])).

oziroma

y1(z) = €* (Acos 2z + Bsin 27)
yo(z) = € (A (cos2x + sin2z) — B (cos 2x — sin 2x)) .

Da zadostimo zacetnemu pogoju y1(0) = 0, y2(0) = 1, mora veljati

0=A
1=A-B,
torej A =0 in B = —1. Resitev zacetne naloge je
y1(x) = —e®sin 2z

yo(7) = €'(cos 2z — sin 27).

PRIMER. Poglejmo si primer, ko se slanica pretaka v sistemu treh
posod Ty, T in T3, vse z enakim volumnom V', ki so krozno povezane
s cevmi.

T

T T

Po vseh ceveh se slanica pretaka z enakim volumskim pretokom f
1/min. Oznacimo z x1(t), z2(t), x3(t) koli¢ino soli v gramih (g), v vsaki
od treh posod v casu t. Za te tri koli¢ine, dobimo sistem diferencilanih
enach
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i = o+ T
T3 = f% - f%-
Za lazje racunanje bomo predpostavili, da je f/V =1 (to lahko pre-

prosto dosezemo, ¢e spremenimo ¢asovno enote). V vektorski obliki je
sistem potem T = AZ, kjer je

Lastne vrednosti matrike A so nicle karakteristicnega polinoma

~1-XA 0 1
det(A — M) = I —1-Xx 0 =—(1+N’+1
0 I —1-2

Ce z &1, &, €5 oznacimo vse tretje korene enote, so lastne vrednosti torej

3 3 3 3
/\1 = —].—f—fl - 0, /\2 = —1+§2 - _§+Z\/7_, )\3 — —1+€3 - —§—Z\/7_,

pripadajoci lastni vektorji pa
1 3 1 3 1 3 1
o= (1,1, v, = (1, ———£ ——+£)T, 73 = (1, —§+¢§, 5

Namesto kompleksnih resitev e’\ftz?j, 7 = 2,3, lahko vzamemo za resitve
realni in imaginarni del e*v, in dobimo splosno resitev

1 1 1 0
Ta =a| 1 | +0e? | cos Q —% — sin @ —\/73
1 0
3t 3t
+ce®? | sin— [ =% | +cos L —‘/75
2 1 2 e
2 2

Poglejmo si primer pri zacetnem pogoju Z(0) = (1,0,0)7. V tem
primeru je

————
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in resitev
1 3t
ry(t) = 3 (1 + 2¢73/2 cos \/—T)
1 t t
To(t) = 3 (1 — e 3/2 (cos @ — V/3sin g))
1 t t
w3(t) = 3 <1 — e 32 (cos@ +V/3sin @)) .

02f

0.5 1.0 15 20 25 3.0

Na sliki je z modro barvo oznacen graf spreminjanja koli¢ine soli v
prvi posodi, z zeleno graf spreminjanja koli¢ine soli v drugi posodi in z
oranzno graf spreminjanja koli¢ine snovi v tretji posodi.

Nediagonalizabilni sistemi.

Na primeru sistema dveh enacb si poglejmo, kako postopamo, ce
matrika sistema ni diagonalizabilna, kar pomeni, da je algebrai¢na
veckratnost kaksne lastne vrednosti vecja, kot geometricna veckratnost.
Bolj splosen primer si bomo ogledali kasneje.

PRIMER. Pois¢imo splosno resitev sistema

Y1 =3y1 + ys

Yo = —y1+ 1
in poiséimo tisto resitev, ki zadoSta zacetnemu pogoju y;(0) = 1,
y2(t) = 2. Pois¢imo lastne vrednosti matrike

3 1
A= [_1 1] |
3—A | N - 9
T L= a= (-2 =0,

torej imamo eno samo lastno vrednost, A = 2. Za to lastno vrednost je

lastni vektor
1 1 v 0 . o
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Za lastni vektor torej lahko vzamemo

.

171 = €2x {_11} .

Drugo resitev pa iS¢emo v obliki

Ena resitev sistema je zato

e T 4 N,
kjer je w zaenkrat pe neznan vektor. Da bo to resitev, mora veljati
(2T + b) = T + xANT + A M
=A ({L‘€>\x17+ e’\“"u_f) = 2e™M\T + M AW
in zato
U= (A—X\)w.

Takemu vektorju w re¢emo korenski vektor za dvojno lastno vrednost
A. Da dobimo @ v naSem primeru, resimo sistem

1 1 wr| 1 . .
[_1 _1} L@] = [_1} , torej wi; +wy = 1.

Za resitev lahko vzamemo, na primer, @ = (1,0)7. Dobili smo torej e

eno resitev sistema
1 1
- 2x 2x
Yy = T€ {_J +e [0]

Splosna reSitev sistema je torej
92 1 1
y=¢e"|(A+ Bx) Tt B ol |

y1 = e*(A+ B + Bx),
Yo = —e**(A + Bux).

oziroma

Ce 7elimo zadostiti zacetnemu pogoju y;(0) = 1, y2(0) = 2, potem
moramo konstanti A in B dolociti tako, da bo veljalo.

1=A+B,
2=—-A,
torej A = —2 in B = 3. Resitev zacetne naloge je zato

Y = e* (1 + 3x),
Yo = €**(2 — 31).
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ResSevanje sistema s pomocjo eksponentne funkcije matrik

Poglejmo sedaj, kako lahko v splosnem resimo sisteme tudi takrat, ko
matrika A ni diagonalizabilna. Ce je A n x n matrika (kompleksna,
ali realna), s pomocjo obicajne potenéne vrste za eksponentno funkcijo
definiramo eksponent matrike kot

1 1
A_ 22 a3
e —I+A+2!A +3!A—|—

Naj bodo a; ; koeficienti matrike A in afj koeficienti matrike A*F. Ce
oznacimo M = max;; |a;;|, velja

max |a§f)| < n"1MP
7

Zato za vsak fiksen par (i, j) vrsta

Lk
R
k=0

konvergira absolutno in je eksponent matrike dobro definiran za vsako
matriko A. Se ve¢, potencna vrsta

- 1 (k) 4k
> 2%t
k=0
konvergira za vsak t. Posledi¢no za matri¢no funkcijo e velja enakost
/
(e = (I + At + Ly ey
2! 3!

1
:A+A2t+5A3t2+---
= Aet. '

Matrika X = e?! torej resi matriéno enacho

X =AX.
Ker je e?|,—g = I, stolpci matrike e’ linearno neodvisni, is so vse
resitve enacbe
7= AT
oblike
z=eMe

Preden nadaljujemo, poglejmo, da nam v primeru, ko je matrika dia-
gonalizabilna, ta nacin da iste resitve, kot smo videli zgoraj. Ce ima
matrika A n linearno neodvisnih lastnih vektorjev v, ¥, ..., ¥, s pri-
padajoc¢imi lastnimi vrednostmi Ay, A9, ..., \,, potem je

A=PDP™,
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kjer je P = [t},7s,...,1,] matrika, v katero zlozimo lastne vektorje
matrike A, D pa diagonalna matrika, ki ima po vrsti na diagonali
elemente A\i, Ao, ..., \,. Ker velja A¥ = PD*P~1 je

et 0 ... 0
Aot
eMtpelPtpl = p O ‘ .2 O Pt
0 0 ... et

Splosna resitev enacbe ¥ = AX je torej
7= e = PeMd = dyeMtoy + doetvg + - - + dpe o,

Ce matrika A ni diagonalizabilna, matriko ! najlazje izra¢unamo
preko Jordanove kanonicne forme matrike A.
Jordanova kletka je vsaka matrika oblike

A1 0 -0
o x1 --- 0
Jr(A) = SR
00 0 --- A

Indeks k& pomeni dimenzijo matrike. Ji(X) je torej k x k matrika z A
po diagonali in 1 povsod nad diagonalo. Vsi ostali elementi matrike so
0. Brez dokaza navedimo naslednji izrek.

IZREK (Jordanova kanoni¢na forma). Naj bo A n x n matrika. Po-
tem obstaja obrnljiva n X n matrika P, da velja

iy (A1) 0 e 0
a-p| O e R I
0 0 T ()
Vrednosti A1, \a, ..., Ny so (ne nujno razlicne) lastne vrednosti matrike

A, za velikosti Jordanovih kletk pa velja ki + ko + -+ + k; = n.

Zgornjemu zapisu recemo Jordanova kanoni¢na forma matrike A.
Pove nam, da je matrika A podobna zgornjemu trikotnemu bloku dia-
gonalne matrike, ki ima po diagonali Jordanove kletke. Ce je matrika
diagonalizabilna, so vse Jordanove kletke dimenzije 1 in je Jordanova
kanoni¢na forma diagonalna matrika, ¢e pa je algebrai¢na veckratnost
neke lastne vrednosti vec¢ja od geometrijske veckratnosti, pa imamo
nujno v formi Jordanove kletke visjih dimenzij.

Ker je

eJk (M)t 0 e 0

O eJkQ()‘Q)t e O
eAt =P . . . P_la
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moramo za izracun eksponenta matrike izracunati eksponente Jorda-

novih kletk. Vidimo lahko, da velja

At At At th—1 Ot
e te 2,6 D€

Xt X T2
" e te (=

Je (Nt At th=3 Xt
e = 0 0 e I
0 0 0 S eM

Splosna resitev sistema 7= A% je torej vselej kombinacija ¢lenov oblike
t'eMT, kjer je A neka lastna vrednost matrike A.

Resevanje nehomogenega sistema

V tem razdelku bomo pokazali, kako lahko iz splosne resitve homo-
genega sistema dobimo resitev nehomogenega sistema. Naj bo torej

T(t) = A(t)Z(t) + f(t)
nehomogen sistem, pri ¢emer predpostavimo, da so koeficienti matrike
A in komponente vektorja f zvezne funkcije. Homogenemu sistemu
Z(t) = A(t)Z(t)
bomo rekli pripadajo¢ homogen sistem.

TRDITEV. Naj bo Z(t) = A(t)Z(t) + f(t) nehomogen sistem line-
arnih diferencialnih enacb prvega reda. Ce je T reSitev pripadajocega
homogenega sistema T(t) = A(t)Z(t) in je Tp neka resitev nehomo-
genega sistema, je § = T + Tp resitev nehomogenega sistema Z(t) =
A(t)Z(t) + f(1).

DoOKAZ.

Il
> &8

7 —i—fp Ax
(T+2Zp)+
O

TRDITEV. Ce sta §f; in i, dve resitvi nehomogenega sistema Z(t) =
A)Z(t) + f, potem je T = ¥y — o resitev pripadajoéega homogenega
sistema ¥ = AZ.

DoKAzZ.

Obe zgornji trditvi nam dasta posledico:
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PoSLEDICA. Ce poznamo neko (partikularno) resitev xp nehomo-
genega sistema T(t) = A(t)Z(t) + f, potem je vsaka resitev § nehomo-
genega sistema oblike ¥ = ¥ + T'p, kjer je T neka resitev homogenega
sistema Z(t) = A(t)Z(t).

Dokaz. Naj bo 7, neka resitev nehomogenega sistema, ¢, poljubna
tocka in W(t, tg) fundamentalna matrika za homogen sistem Z(t) =
A(t)Z(t), kar pomeni, da W(¢, ) resi matricni sistem X (¢) = A(t) X (¢)
in je W(ty,to) = I . Naj bo ¢ poljubna resitev nehomogenega sistema.
Potem je

iy = V(t, to)(y(to) — Tp(to)) + Tp
resitev nehomogenega sistema, za katero velja ¥ (to) = 4(to). Zaradi
enoli¢nosti je 71 (t) = y(t) za vsak t. O

Sedaj poglejmo, kako lahko iz splosne resitve homogenega sistema
poistemo neko (111 s tem vsako) resitev nehomogenega sistema. Naj bo

Z(t) = A(t)Z(t)+ f(t) nehomogen sistem in X neka nesingularna resitev
homogenega matricnega sistema X = AX. Resitev nehomogenega
sistema bomo poiskali s pomocjo nastavka

y = Xuw

kjer je @ neka C' vektorska funkcija. Vektorska funkcija 4 bo resitev
nehomogenega sistema, ¢e bo veljalo

j= X+ X = AX10 + X = AX@ + .

Torej mora biti o taka funkcija, da bo

Xi=f
oziroma
w=X"f.
Resitev « dobimo preprosto z integracijo
w:/X*ﬁt

Ce vzamemo doloc¢eni integral

t
ZU:/ X!
to

Tp(t) = X = /X f@mzﬁmmymm

(tista) partikularna resitev nehomogenega sistema, za katero velja zacetni
pogoj ¥(to) = 0.

bo



RESEVANJE NEHOMOGENEGA SISTEMA 29

Splosno resitev nehomogenega sistema Z(t) = A(t)Z(t) + f torej
lahko dobimo s pomocjo formule

Jt) = X (5+ /t: X_l(r)f(r)dr) ,

reitev s podanim zacetnim pogojem Z(tg) = ¢ pa najlazje zapisemo v

obliki .
U(t,to)e+ /t U(t, 7)fdr.
0
PRIMER. Pois¢imo resitev sistema
& = 2z — 5y + 2¢€
y=x—-2y
pri zacetnem pogoju z(0) = y(0) = 0.
Najprej resimo homogen sistem
T =2xr — 5y
y=x—2y
Lastni vrednosti matrike sistema sta =4, zastni vektor za A = 7 pa je

7= (2+14,1)T. Zato lahko za resivi vzamemo realni in imaginarni del
kompleksne resitve

1] = et ([ 4]

_ |2cost —sint . |2sint + cost
o cost sint '

Za matriko resitev X torej lahko vzamemo

2cost —sint 2sint + cost
X = . .
cost sint

Partikularno resitev is¢emo v obliki X in dobimo

G x- 2¢t| | sint  —2sint —cost| [2¢'| _ |—2e'sint
- 01— —cost 2cost —sint 0| | 2fcost |-

Z integracijo dobimo
L |ef(cost — sint)
w = + . .
e'(cost + sint)
Za partikularno resitev lahko vzamemo

2cost —sint 2sint + cos t} {et(cost — sin t)] B |:36t:|

X = [ cost sint e'(cost +sint)|

splosno resitev je

[m] _ 4 |:2COSt - sint} B [2sint‘+ cost} n {3@:] .
Y cost sin ¢ e
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Ce upostevamo §e zacetni pogoj x(0) = y(0) = 0, dolo¢imo A in B,

tako, da velja
0 2 1 3
ol = 2]+ ]

torej A = B = —1. Tako dobimo

x(t) = 3¢’ — 3cost —sint

y(t) = e’ — cost —sint

PrIMER (Richardsonov model za oborozitveno tekmo). Z Richard-
sonovim modelom modeliramo izdatke dveh drzav, ki sta vstopili v
oborozitveno tekmo, namenjene oborozevanju. Oznacimo z z(t) izdatke
prve drzave in z y(t) izdatke druge drzave v letu ¢. Pri Richardsonovem
modelu predpostavimo:

e [zdatki za oborozitev drzave se povecujejo sorazmerno z izdatki za
oborozitev druge drzave.

e [zdatki za oborozitev drzave se zmanjsujejo sorazmerno z izdatki, ki
jih trenutno namenja za oborozitev (pogosto gre za pritisk javno-
sti, ki je nezadovoljna z visokim delezem proracuna, ki je namenjen
oborozevanju).

e Drzavi vsako leto bodisi konstantno povecujeta izdatke (morda gre za
pritisk vojaske industrije), ali pa jih morda konstantno zmanjsujeta
(na podlagi nekih vnaprej sklenjenih dogovorov med drzavama).

Richardsonov model tako lahko predstavimo s sistemom dveh linearnih
parcialnih diferencialnih enacb s konstantnimi koeficienti

#(t) =ay —mx +r
y(t) = bz —ny + s.

Pri tem so a, b, n, m pozitivna realna stevila (m,n sta naceloma lahko
tudi 0), 7, s pa lahko zavzameta poljubne vrednosti. Poglejmo si kon-
kreten primer

dx

— =15y — 142 — 25
a YT

d

—y:5:c—4y—6.

dt
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Resitev sistema si lahko grafiéno predstavljamo kot krivuljo (z(t), y(¢))
v ravnini. Kvalitativno obnasanje te krivulje lahko analiziramo tako,
da ravnino razdelimo na 4 obmocja, glede na predznacenost odvodov
2 in y. V obmocju I sta oba odvoda negativna, v obmocju II je y > 0,
i < 0,.... Ce se zacetni pogoj nahaja v obmocju I, potem resitev ostane
v obmocju I ves ¢as, obe koordinati se zmanjsujeta. Ce se zacetni pogoj
nahaja v obmocju III, potem resitev ostane v obmocju III ves ¢as, obe
koordinati se povecujeta v neskonéno. Ce se zacetni pogoj nahaja v
obmocju II ali IV, potem resitev slej ko prej pride v obmocje I (iz I’
in IV”) ali III (iz II” in IV’).
Da poiscemo eksplicitno resiti, moramo resiti linearen sistem

dx
— =15y — 14x — 25
at ~ YT
dy
— = bxr — 4y — 6.
at =
Matrika sistema je
—14 15
5 =4

Lastne vrednosti matrike sta
AM=1in )X =-19

s pripadajocima lastnima vektorjema

o [] w2

Partikularna resitev enacbe je kar presecisce (z/,y’) = (10, 11). Splosna

reSitev je torej
| ]l —19t | 3 10
{y] = Ae L] + Be [_1} + Ll .

Za zacetne pogoje vzdolz premice (10,11) 4 s(3, —1) torej resitev kon-
vergira proti stacionarni resitvi (10, 11), pod to premico resitve slej
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ko prej preckajo v obmocje I in preckajo eno od koordinatnih osi
(A < 0), nad premico pa slej ko preckajo v obmocje III in obe ko-
ordinati narascata ¢ez vse meje.

Poglejmo si primer resitve pri zacetnem pogoju (z(0),4(0)) = (4,9).
Za A in B mora veljati enacba

o =402 3 )

A=-3in B=-1.

kar pomeni

Konéna resitev je torej

z(t) =10 — 3¢’ — 371,
y(t) = 11 — 3e! 4 e,



Nelinearni sistemi diferencialnih enacb 1. reda

V tem poglavju bomo predvsem obravnavali avtonomne sisteme
diferencialnih enacb 1. reda, to so sistemi oblike

yll = Fl(y17y27"'7yn)
yé = FZ(ylay27"->yn)

y;, = Fn(ylay% ce >yn)>

kjer so Fy, Iy, . . ., F, neke funkcije n spremenljivk. Funkcije F, Fs, ..., F,
torej niso odvisne od neodvisne spremenljivke z. Ceprav splosnih avto-
nomnih sistemov obi¢ajno ne znamo eksplicitno resiti, pogosto znamo
poiskati tako imenovane stacionarne resitve sistema, to so konstantne
resitve, ki jih dobimo tako, da resimo sistem enach

Fl(y17y27"'7yn) :F2(y17y25--'7yn> = :Fn(y17y27"'7yn) =0.

S pomocjo linearizacije v okolici stacionarnih resitev, lahko pogosto
tudi ugotovimo obnasanje resitev v blizini stacionarnih resitev.

Fazni portret in trajektorije

Poglejmo si avtonomni sistem dveh enacb

&= f(z,y)
(5) ¥ =g(z,y).

Vsaka resitev takega sistema je par funkcij x(t), y(¢), ki sta definirani
na nekem ¢asovnem intervalu. Tak par funkcij bo resitev zac¢etne naloge
z(ty) = 2°, y(to) = 3°, e bo seveda hkrati veljalo ge x(ty) = z°, y(to) =
y°. Par resitev z(t),y(t) lahko v zy-ravnini predstavimo kot krivuljo
t— (z(t),y(t)). Taki krivulji recemo trajektorija. Trajektorija je v po-
ljubni tocki (z(t), y(t)) tangenta na vektor (f(x(t),y(t)), g(z(t), y(H))T,
saj velja

2(t) = f(x(t),y(t),  g(t) = g(z(t), y(1)).

Ce v vsaki tocki ravnine torej narisemo vektor (f(x,y), g(z,y))”, bodo
trajektorije vedno tangentne na to vektorsko polje.

33
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2 ﬂ 4 / AN v ¥ 7,

) ‘\\\\VV\<<44<<VV\

T i 0 ‘ o T

Fazni diagram in nekaj trajektorij za sistem z' = y; 1/ =
—x + 22

Linearizacija avtonomnega sistema v blizini stacionarne
resitve

Poglejmo si najprej homogen sistem dveh linearnih enacb s kontan-
tnimi koeficienti

T =ax+ by
y=cxr+dy

Sistem je avtonomen in ¢e predpostavimo, da je matrika sistema ne-
singularna. ima eno samo stacionarno resitev, to je

Ht

Resitve dobimo tako, da pois¢emo lastne vrednosti in lastne vektorje

matrike
a b
A= [c d} ’

Imamo tri moznosti. Lahko imamo dva linearno neodvisna realna la-
stna vektorja U in ¥, ki pripadata dvema (ne nujno razlicnima si)
lastnima vrednostma A; in As. V tem primeru je splosna resitev oblike

(6) y = AeM'T + Beti,
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Lahko imamo en sam realen lastni vektor v za dvojno realno lastno
vrednost A. V tem primeru je splosna resitev oblike

(7) y = AeMT + Bte v + BeMaw,

kjer je w korenski vektor, torej vektor, ki resi sistem (A — A )w =
v. Tretja moznost je, da imamo dve konjugirani si kompleksni lastni
vrednosti A in A\. Ce je A = p +iw in ¥ = @ + i je splosna resitev
oblike

(8)  y= Ae(cos(wt)il — sin(wt)w) + Bet (cos(wt)w + sin(wt i)

Iz zgornjih zapisov lahko vidimo, je dolgorocno obnasanje resitev odvi-
sno predvsem od lastnih vrednosti sistema:

(i) Ce sta obe (ne nujno razlicni si) lastni vrednosti realni in pozitivni,
vse resitve, razen stacionarne, divergirajo v neskoncéno. Ker gredo
vse resitve, ki za¢nejo blizu stacionarne reSitve, stran od stacionarne
resitve recemo, da je stacionarna reSitev izvor. Izvor je nestabilna
stacionarna resitev.

(ii) Ce sta obe (ne nujno razlicni si) lastni vrednosti realni in negativni,
vse resitve na dolgi rok konvergirajo k stacionarni resitvi. Ker gredo
vse reSitve, ki zaCnejo blizu stacionarne reSitve, proti stacionarni
resitvi recemo, da je stacionarna resitev ponor. Ponor je asimptotsko
stabilna stacionarna resitev.

(iii) Ce sta obe lastni vrednosti realni in razliéno predznaceni, resitve
za skoraj vsak zacetni pogoj divergirajo proti neskoncéno. V tem
primeru recemo, da je stacionarna resitev sedlo. Sedlo je nestabilna
stacionarna resitev.

(iv) Ceima kompleksna lastna vrednost negativen realni del, se vse resitve
na dolgi rok priblizujejo stacionarni resitvi, in je stacionarna resitev
zopet ponor, torej asimptotsko stabilna.

(v) Ce ima kompleksna lastna vrednost pozitiven realni del, se vse resitve
oddaljujejo od stacionarne resitve, in je stacionarna reSitev zopet
izvor, torej nestabilna.

(vi) Ce ima kompleksna lastna vrednost realni del enak 0, vse resitve, ki
zacnejo blizu stacionarne reSitve, ostanejo blizu stacionarne resitve
(trajektorije so elipse). V tem primeru recemo, da je stacionarna
resitev stabilna.

Obnasanje resitev v okolici stacionarnih resitev avtonomnega sistema
lahko razumemo s pomocjo linearizacije sistema. Zaradi preprostosti
si poglejmo sistem dveh enacbh

T = f(xay)
¥ =g(z,y).
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in naj bo (zg,yo) stacionarna resitev, torej f(zo,yo0) = g(xo,%0) = 0.
Ce sta funkciji f in g razreda C!, dobimo aproksimacijo

{f(a:—xo,y—yo)] _ [%(wo,yo) %(mo,yo)] {x—a:o

+o([(x—Zo, Y—Yol|),
g — 20,y —v0)| = | Z(ao,u) %(wo,u) y—yo] (Ite=20.4=.1)

kjer velja
i U =20,y — o))

= 0.
T—T0,Y—Y0 ‘(-T — o, Y — yO)’

Ce vstavimo zamenjavo spremenljivk u = x — z¢ in v = y — yo dobimo
tako sistem

(Y

m _ [%(xo,yo) o (20, 9o)

: 0, 0,
v 3_;73(1"07 Z/o) oy (x(]?yo)

m + o(|(u, v)).

Linearnemu sistemu

. d )
|:U:| . 8_£($0’ yo) a_i(x(h yo) |:y:|
<l =10 K
v 8_§;(x07y0> 8_5(‘1:073/0) v
recemo linearizacija v okolici stacionarne resitve (g, yo) in izkaze se, da

linearizacija dokaj dobro opisuje obnasanje resitev v okolici stacionarne
resitve.

IZREK. Naj bo

¥ =g(z,y).

avtonomen sistem, pri cemer sta f in g razreda C' v okolici stacionarne
resitve (g, yo) in naj bo

of af
D= [g‘g(“’%) a_y(mo’yJ]

%(IE();,%) g_i(xmyo)

diferencial v tocki (xg,yo). Stacionarna resitev (xo,yo) je asimptotsko
stabilna, sta obe lastni vrednosti realni in negativni, oziroma c¢e imata
(kongugirani si) kompleksni lastni vrednosti negativen realni del. Ce je
vsag ena realna lastna vrednost pozitivna oziroma imata (konjugirani si)
kompleksni lastni vrednosti pozitiven realni del, je stacionarna resitev
nestabilna.

Zgornji izrek lahko seveda posplosimo na sisteme ve¢ enacb. V tem
primeru bo stacionarna resitev asimptotsko stabilna, ¢e bodo realni deli
vseh lastnih vrednosti negativni, in bo nestabilna, ¢e bo vsaj kaksna
lastna vrednost imela pozitiven realni del. V primeru, ¢e ima kaksna
lastna vrednost niceln realni del, vse ostale pa imajo negativne realne
dele, ne moremo nujno sklepati o stabilnosti ali nestabilnosti resitve.
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Populacijska dinamika

V tem razdelku si bomo pogledali preproste modele, ki opisujejo
interakcijo med dvema populacijama, ki zivita na istem podroc¢ju. Po-
gledali si bomo $tiri tipe interakeij: plenilec/plen, tekmovanje in obli-
gatorno ter fakultativno simbiozo.

Plenilec/plen. Interakcijo med plenom in plenilcem opisujejo tako
imenovane Lotka-Volterra enache:

T =ar — fry
Y= —vy+ozy.

Vse konstante so pozitivne. Pri tem modelu predpostavimo, da bi se
stevilo plena (z(t)) sicer povecevala eksponentno, prisotnost plenilca pa
koli¢ino plena zmanjsuje proporcionalno s koli¢ino stikov med plenom
in plenilcem (—pxy). Podobno bi se odsotnosti plena stevilo plenilcev
upada eksponentno, pozitivno pa vpliva stevilo stikov med plenom in
plenilce.

Ko risemo fazni diagram, je smiselno narisati krivulje, vzdolz kate-
rih je ali = 0 ali y = 0. Tam, kjer se ti dve krivulji sekata, dobimo
stacionarni resitvi. & = 0 vzdolz premic z = 0 iny = «/f, y = 0
pa vzdolz premic y = 0 in z = 7/§. Ker sta premici x = 0 in y = 0
uniji trajektorij, nobena resitev, ki se zacne v prvem kvadrantu, ne
more pobegniti iz prvega kvadranta. To je seveda pricakovati, ker ne-
gativne vrednosti x in y nimajo posebnega smisla. Tako se lahko pri
resevanju osredoto¢imo le na prvi kvadrant, ki ga premici y = o/ in
x = 7/d razdelita na Stiri podro¢ja. V vsakem od teh §tirih podrocij
lahko enostavno s pus¢ico oznac¢imo priblizno smer trajektoriji.

Reduciran fazni diagram za sistem Lotka-Volterra
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Tocki S in T predstavljata stacionarni resitvi. V I obmocju je
£ > 0in y < 0, zato se trajektoriji tam x koordinata povecuje, y pa
zmanjsuje. Ko gre t v neskoncno, se trajektorija lahko le priblizuje
stacionarni tocki, ali pa divergira v neskoncno, zato vsaka trajektorija
slej ko prej pride iz obmocja I v obmocje I1. Ker je v obmocju I x > 0
in y > 0, se obe koordinati povecujeta, in slej ko prej trajektorija preide
v obmocje II. Podobno vidimo da gre vsaka trajektorija iz obmocja
111 v obmocje IV in nato naprej v I. Trajektorije tako “krozijo” okrog
stacionarne resitve S. Poglejmo si, da so trajektorije dejansko sklenjene
krivulje. Ce delimo enacbi

T =ar — fry

y= =y +oxy,
dobimo diferencialno enac¢bo

dy _ —yy+oxy
dr oz — Bay

za trajektorije. Ta enacba ima loc¢ljive spremenljivke, in dobimo

a—ﬁydy: —’y+§xdx
x

in z integracijo
alnly| — fy = —yIn|z| + dx + C.

Ker nas zanima le prvi kvadrant, lahko absolutne vrednosti izpustimo
in dobimo implicitno obliko trajektorij

alny — Py +yInz — ox = C.

Da dokazemo, da ao trajektorija sklenjene je dovolj, da pokazemo, da
pri vsakem C' krivulja najve¢ dva krat seka premico x = /4. Ce torej
vstavimo to vrednost za x, dobimo

alny — By =C + v —vIn(v/9).

Ozna¢imo ¢(y) = alny — Sy in D = C + v — vIn(v/0). Velja ¢'(y) =
< — B. Funkcija g torej narasca za y < a/f in pada za y > a/f. Zato
lahko vsako vrednost, v nasem primeru D, doseze najve¢ dva krat.
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Fazni diagram in dve trajektoriji pri a = 2,8 = § =

WA

2 4 6 8 10

Graf z(t) (modra) in y(t) (oranzna) pri a = 2,8 =9 =
1,v=3.

Stacionarna resitev S je stabilna, saj resitve, ki se za¢nejo blizu S
ostanejo blizu S (ni pa seveda asimptotsko stabilna). Poglejmo si Se
linearizacijo sistema Lotka-Volterra v okolici stacionarne resitve S =
(v/6,a/B). Ce oznacimo u = x — /6 in v = y — /3, je linearizacija

enaka
o= leats 071

Matrika tega sistema ima imaginarni lastni vrednosti A » = i,/a7y. Sta-
cionarna resitev (0,0) lineariziranega sistema je sicer stabilna, vendar
iz tega nismo mogli nujno sklepati na stabilnost stacionarne resitve .S.

Tekmovanje. Predpostavimo, da imamo dve razliéni vrsti, ki zivita
na istem podrocju, in tekmujeta za iste naravne vire. Lahko si na pri-
mer predstavljamo potocno postrv in sosko postrv. Interakcijo med
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vrstama lahko opiSemo z ena¢hama

t=oar(l —x/K)— Bxy

g =yl —y/L)— dzy.
Pri tem smo za vsako od vrst predpostavili, da bi se v odsotnosti druge
vrste obnasala logisticno. Vse konstante so pozitivne, od vrednosti teh
konstant pa je, kot bomo videli, odvisno dolgorocno obnasanje vrst.

Podobno, kot zgoraj, na fazni diagram nariSemo krivulji, vzdolz

katerih je ali x = 0 ali y = 0. Tam, kjer se ti dve krivulji sekata,
dobimo stacionarni resitvi. & = 0 vzdolz premic

. Y
=0in =+ ——=1
x in o ,
) = 0 pa vzdolz premic
R, x
=0in -+ —=1.
Y ) /0

Premici z = 0 in y = 0 sta uniji trajektorij, zato nobena resitev, ki
se zatne v prvem kvadrantu, ne more pobegniti iz prvega kvadranta.
Tako se zopet lahko pri resevanju osredotoc¢imo le na prvi kvadrant.
Glede na lego ostalih dveh premic, lo¢imo §tiri primere.

a/f<Lin~vy/d < K.

Reduciran fazni diagram pri o/ > L in v/ > K.

Imamo Stiri stacionarne resitve:
) avyK — pyKL ayL — adKL
(0,0), (K,0),(0,L) in S( : ).
ay—POIKL = ay— BOKL
Prve tri stacionarne resitve so nestabilne. Prva je izvor, in je stanje
mozno, drugi dve pa sta sedelni tocki. Proti tema dvema stacionarnima
resitvama se priblizujemo v primeru, ¢e imamo eno samo vrsto. V
primeru, ¢e imamo v zacetnem stanju predstavnike obeh vrst, se na
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dolgi rok priblizujemo stacionarni resitvi .S, ki je asimptotsko stabilna
(ponor). V tem primeru torej lahko dosezemo sobivanje obeh populacij,
pri ¢cemer pa bo vsake od populacij na dolgi rok manj, kot je njena
nosilnost okolja (K za x oziroma L za y).

a/f>Lin~vy/6 > K.

Reduciran fazni diagram pri a/5 > L in v/0 > K.

Zopet imamo §tiri stacionarne resitve:

avyK — fyKL a’yL—a(SKL)
ay—BOKL = ay—BSKL "~

(0,0), (K,0),(0,L) in S(

V tem primeru sta prva in zadnja stacionarna resitev nestabilni. Prva
je izvor, zadnja pa sedelna tocka. Vsaka trajektorija, ki se nahaja v I'1
gre proti stacionarni tocki (K, 0), vsaka trajektorija, ki se nahaja v iV’
pa proti (0, L). Iz obmocéja I gre tipicna trajektorija bodisi v 11, bodisi
v IV, v izjemnem primeru pa proti S. Podobno se zgodi v obmocju
III. Na dolgi rok torej lahko pricakujemo, da bo ena izmed populacij
izumrla, tista, ki bo prezivela, pa se bo priblizevala nosilnosti okolja.

a/f>Lin~vy/i < K.




POPULACIJSKA DINAMIKA 42

Reduciran fazni diagram pri o/ > L in v/ < K.

V tem primeru imamo le tri stacionarne resitve:
(0,0),(0,L) in (K,0).

Prvi dve sta nestabilni, tretja pa je asimptotsko stabilna. Ce imamo
v okolju prisotne vsaj nekaj populacije x, bo populacija y na dolgi rok
izumrla, populacija x pa se bo priblizevala nosilnostni kapaciteti okolja
K.

Cetrta moznost, ko je a/f < Lin~vy/d > K, je povsem analogna,
le da v tem primeru izumre populacija x.

Fakultativna simbioza. O fakultativni simbiozi med dvema vr-
stama govorimo, ce bi vsaka od obeh vrst samostojno uspevala v okolju,
vendar ji prisotnost druge vrste Se dodatno koristi. Za enacbi tokrat
vzamemo

t=azx(l —x/K)+ By

y=7y(1—y/L)+ dzy.
Za vsako od vrst smo predpostavili, da bi se v odsotnosti druge vrste
obnasala logisticno. Vse konstante so pozitivne, glede na vrednosti

konstant pa bomo dobili dva razlicna modela obnasanja.
Odvod 2 = 0 vzdolz premic

. Y
v n K «o/p ’
1y = 0 pa vzdolz premic
.y T
YTURT T

Premici z = 0 in y = 0 sta uniji trajektorij, zato nobena resitev, ki
se zacne v prvem kvadrantu, ne more pobegniti iz prvega kvadranta.
Tako se zopet lahko pri reSevanju osredotoc¢imo le na prvi kvadrant.
Glede na lego ostalih dveh premic, lo¢imo dva primera.
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%>KL.

/

Reduciran fazni diagram pri 55 > K'L.

Imamo Stiri stacionarne resitve:
(0,0),(K,0),(0,L) in S.

Prve tri stacionarne resitve so nestabilne. Prva je izvor, drugi dve pa
sta sedelni tocki. Proti tema dvema stacionarnima reSitvama se pri-
blizujemo v primeru, ko imamo eno samo vrsto. V primeru, ¢e imamo
v zacetnem stanju predstavnike obeh vrst, se na dolgi rok priblizujemo
stacionarni resitvi S, ki je asimptotsko stabilna (ponor). V tem pri-
meru se vsaka od populacij na dolgi rok priblizuje vrednosti, ki je vecja
od njene nosilnosti okolja (K za x oziroma L za y).

%<KL.

/ /
1 N

Reduciran fazni diagram pri % > KL.
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V tem primer se iz obmocij I in I11 slej ko prej premaknemo v
obmocje I. Vsaki trajektoriji iz I pa se tako x kot tudi y koordinata
povecujeta v neskon¢éno. V tem primeru je torej ucinek simbioze tako
mocan, da se populaciji povecujeta Cez vse meje.

Obligatorna simbioza. O obligatorni simbiozi med dvema vr-
stama govorimo, ¢e bi vsaka od obeh samostojno izumrla, vendar ji
prisotnost druge koristi pri prezivetju. Za enacbi tokrat vzamemo

T =—ax+ Pry
y=—vy+ozy.

Za vsako od vrst smo predpostavili, da v odsotnosti druge vrste izumira
eksponentno. Vse konstante so pozitivne. Odvod & = 0 vzdolZz premic

r=0iny = a/ﬁ,
1y = 0 pa vzdolz premic
y=0inz =~/d.

Premici z = 0 in y = 0 sta uniji trajektorij, zato nobena resitev, ki
se zacne v prvem kvadrantu, ne more pobegniti iz prvega kvadranta.
Tako se zopet lahko pri reSevanju osredotoc¢imo le na prvi kvadrant.

%>KL.

Reduciran fazni diagram pri obligativni simbiozi.

Imamo dve stacionarni resitvi: (0,0) in S(v/d, a/B). Prva je asimp-
totsko stabilna resitev (ponor), druga pa nestabilna (sedlo). Vse traj-
ektorije iz I gredo proti resitvi (0, 0), torej obe populaciji izumreta. Pri
vseh trajektorijah iz IV se obe koordinati povecujeta ¢ez vse meje. Iz
obmocij 11 ali IV pa gredo trajektorije najprej bodisi v I, bodisi v IV,
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v izjemnem primeru pa proti S. V tem primeru lahko, analogno kot
pri Lotka-Volterra modelu, pois¢emo eksplicitno enacbo trajektorij:

ylnz —alny + By — dz = C.
Poglejmo si bolj natan¢no primer enach
T=—-x+2xy
Y= —2y + zy.
Trajektorije imajo enacbo
2lnz —lny+y—ax=C.

Enacbo trajektorije, ki gre skozi tocko S(2,1), dobimo tako, da tocko
vstavimo v enacbo:

2lnz —Iny+y—2=2In2 — 1.

I
ir

V tem primeru vidimo bolj natan¢no, katere trajektorije iz obmocij
I1 in IV preidejo slej ko prej v bodisi obmocje 11 (11" in IV"), bodisi
obmocéje I (11" in IV").

Osnovni epidemioloski modeli

V tem razdelku si bomo pogledali nekaj osnovnih epidemioloskih
modelov, ki modelirajo epidemije nalezljivih bolezni. O epidemiji go-
vorimo takrat, ko se ob vnosu obolelih posameznikov v populacijo za¢ne
Stevilo okuzenih povecevati.

SI-model. Pri modelu SI razdelimo populacijo zgolj v dve sku-
pini: tiste, ki so v nekem trenutku dovzetni za okuzbo, S (sesceptible),
in tiste, ki so trenutno okuzeni, in lahko okuzbo §irijo, I (infected).
Predpostavimo, da se Stevilo okuzenih v neki ¢asovni enoti spremeni
proporcionalno s stevilom stikov med okuzenimi in dovzetnimi posame-
zniki. Obicajno predpostavimo, da bolezen poteka v krajSem ¢asovnem
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obdobju, tako da ne upostevamo spremembe velikosti populacije zaradi
rojstev in smrti. Tako dobimo sistem diferencialnih enacb

S'=—BSI
I'=pBSI
Ker je vsota dovzetnih in okuzenih posameznikov v vsakem trenutku

enaka Stevilu posameznikov v populaciji, NV, lahko v drugo enacbo vsta-
vimo I = N — S in dobimo

I'=pI(N —S)=p3N(1—-1I/N).
Stevilo okuzenih se torej povecuje po logistiéni krivulji
NI(0)
I(0) + (N — 1(0))e— BNt
kjer je I1(0) stevilo okuzenih posameznikov v zacetku izbruha bolezni.
Model torej predvideva, da se bo slej ko prej okuzila celotna populacija.
Model ST uposteva, da je vsak okuzen posameznik okuzen ves cas

poteka epidemije in lahko tako ves cas ob srecanji z dovzetnimi posa-
mezniki povzroca nove okuzbe.

SIR-model. Najbolj uporabljen model Sirjenja nalezljivih bolezni
je model SIR. Model sta razvila Kermack in McKendrick leta 1927.
Pri tem modelu je populacija razdeljena na tri skupine: dovzetni (),
okuzeni (/) in odstranjeni (R) (recovered ali removed). V razredu R
so torej lahko posamezniki, ki so bodisi preboleli okuzbo in zato razvili
imunost za Casa trajanja epidemije, ali pa so umrli za posledicami bo-
lezni. Model prav tako uposteva relativno kratko trajanje epidemije,
in v svoji osnovi razli¢ici ne uposteva rojstev ali smrti (razen tistih,
povezanih z boleznijo). Model SIR zapisemo z enacbami

S'=—pSI
I'=BSI —~HI
R =~I.

Clen BSI zopet predstavlja stevilo novo okuzenih v nekem ¢asovnem
obdobju, in je sorazmerno Stevilu srecanj med dovzetnimi in okuzenimi
posamezniki. V tem modelu predpostavimo, da se stevilo okuzenih po-
sameznikov zmanjsuje, bodisi zaradi ozdravitve ali pa zaradi smrti,
sorazmerno s Stevilom okuzenih. Zato ¢len —vI.

—BST —I
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Predpostavimo, da je stevilo vseh pripadnikov populacije enako NV,
ob zacetku spremljanja bolezni pa v populacijo vstopi nekaj okuzenih
posameznikov. Tako je S(0) ~ N, I(0) ~ 0 in R(0) = 0. Ker je vsota
S"+1I' + R =0, seveda velja

I+S+R=N.

Ker je I' = I(8S — 7), bo epidemija nastopila natanko tedaj, ko bo
veljalo

BS(0) >,

oziroma,

ps() BN

R() =~ — > 1.
Y Y

Stevilu Ry re¢emo osnovno reprodukcijsko stevilo. Poglejmo si njegov
pomen. Oznacimo z ¢ povprecno Stevilo medsebojnih stikov, ki jih ima
v dani Casovni enoti vsak par enega okuzenega posameznika in enega
dovzetnega posameznika, in z 7 verjetnost, da se ob enem srecanju teh
dveh dovzeten posameznik okuzi. Ker je dovzetnih posameznikov S,
bo torej 7¢S' Stevilo novo okuzenih v neki ¢asovni enoti, kot posledica
enega okuzenega posameznika, prirastek vseh okuzenih posameznikov
zaradi srecanj pa 7¢ST in zato je 7¢ = (. Ker se stevilo okuzenih
posameznikov v dani ¢asovni enoti zmanjsa za vI, je torej v “del”
okuzenega posameznika, ki se zmanjSa v eni casovni enoti. Vsak okuzen
posameznik bo torej okuzen v povprecju 1/ ¢asovnih enot. Zato je

reS(t) _ BS(H)
Y Y

povprecno Stevilo novih okuzb, ki jih bo povzrocil nek okuzen posame-
znik za Casa trajanja njegove bolezni, na neki ¢asovni tocki ¢ spremlja-
nja bolezni. Osnovno reprodukcijsko stevilo

Y Y
pa interpretiramo kot povprecno stevilo novih okuzb, ki jih bo pov-
zrocil okuzen posameznik z ¢asa trajanja njegove bolezni v zacetku
spremljanja bolezni v populaciji.

Poglejmo si sedaj lastnosti resitev enach modela SIR. Ce je Ry > 1,
potem se bo Stevilo okuzenih zacelo takoj zmanjsevati, in bo bolezen
v populaciji izzvenela. Predpostavimo torej, da je Ry > 1. Stevilo
dovzetnih posameznikov se ves ¢as zmanjsuje, ker je S’ < 0, v zacetku
pa I narasca. I doseze maksimalno vrednost, ko je S = /3, potem pa
I pada, dokler ni I = 0 in bolezen izgine iz populacije. Pravzaprav ni
tezko dobiti zvezo med I in S. Ce namreé delimo I’/S’, dobimo enaébo

dl ¥

as — A5 !

Regp =
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in torej

7
I==-InS-S5+C,
p

in ker je S(0) %N,jeC%N—%lnN.

Odvisnost I od S.

Ker je
limzlnS—S+C’: —00,
S—>Oﬂ

je I = 0 pri neki strogo pozitivni vrednosti S = S, maksimalno stevilo

okuzenih pa je pri S = /08 ~ Rﬂo

N N N N 1+ 1In Ry
Lyjwge~—Inn————+N—-——IN=N[1-——
Ro "Ry Ry Re ( R )

08
0.6
0.4

0.2

Maksimalno Stevilo okuzenih, kot procent celotne popu-
lacije, v odvisnosti od Rj.

Poglejmo sedaj sSe, koliko posameznikov v populaciji bo okuzenih
ob koncu epidemije. Ker je ob koncu epidemije I = 0, je tudi R’ = 0
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in R doseze neko konéno vrednost Rye.. Ce delimo enacbi za S in R,
dobimo
ds B

—=—-=5
dR v
in zato , ,
S(R) = S(0)e """~ Ne ",

Ker na koncu epidemije velja relacija Sy + Ro = N, dobimo
N=Ro+ S(O)eiéRC>o ~ Ry + Ne 7=,
Ce upostevamo Ry = Nf3/7, dobimo enacbo
N & Ry + Ne~ .

Ce 0znadimo 7., = R /N procent populacije, ki se do konca epidemije
okuzi, dobimo enac¢bo

1 & ro + e flore,
Ce logaritmiramo, dobimo priblizno vrednost ., kot resitev enacbe
In(1 —z)

T

Ro%—

0.8+

06+

04

0.2+

0.0
1 2 3 4 5

Procent okuzenih v odvisnosti od osnovnega reproduk-
cijskega stevila.



