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POGLAVJE 1

Stevila

1.1. Naravna Stevila N

7 naravnimi Stevili Stejemo. Mnozico naravnih Stevil oznac¢imo z
N=1{1,2,3,...}.

Mnozica naravnih §tevil je zaprta za algebrai¢ni operaciji seStevanje (+)
in mnozenje (-). To pomeni, da poljubni dve naravni stevili a,b € N lahko
seStejemo in zmnozimo, in bosta oba rezultata, a+b ter ab prav tako naravni
stevili. Operaciji odStevanje in deljenje lahko le deloma izvajamo znotraj
naravnih Stevil, saj v tem primeru rezultata nista nujno naravni Stevili.
Naravna Stevila lahko tudi linearno uredimo po velikosti: 1 <2 <3 < ---.

Peanovi aksiomi in princip matemati¢ne indukcije. V matema-
tiko lahko naravna stevila formalno vpeljemo s pomocjo Peanovih aksiomov,
imenovanih po italijanskem matematiku Giuseppeju Peanu (1858-1932). Ti
aksiomi so

P1. 1 je naravno stevilo

P2. Vsako naravno §tevilo n ima naslednika n™, ki je tudi naravno
Stevilo.

P3. Naravno $tevilo 1 ni naslednik nobenega naravnega Stevila.

P4. Ce je nt =mt je n =m.

P5. (Aksiom o matemati¢ni indukeiji) Vsaka podmnozica naravnih stevil,
ki vsebuje stevilo 1 in z vsakim Stevilom n vsebuje tudi naslednika
nT, vsebuje vsa naravna Stevila.

Aksiom matemati¢ne indukcije nam omogoca nacin, kako lahko veljavnost
neke izjave preverimo za vsa naravna Stevila. Poglejmo si nekaj primerov.

PRIMER. Pokazimo, da za vsako naravno Stevilo n velja enakost
n(n+1)(2n+1)

6 .
Oznac¢imo z A C N podmnozico naravnih §tevil, za katera zgornja formula
velja. Preverimo najprej, da je 1 € A, oziroma, da za naravno $tevilo 1
zgornja formula velja. Ta korak imenujemo baza indukcije.
1(1+1)(2-141)

6

12422432+ +n® =

Baza indukcije. 12 = =1, torej 1 € A.

Pokazimo sedaj, da iz indukcijske predpostavke, da za naravno Stevilo n
zgornja formula velja, sledi, da formula velja tudi za stevilo n+ 1. Povedano
drugace, ¢e je n € A je tudi n 4+ 1 € A. Temu koraku recemo indukcijski
korak.
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Indukcijski korak.

n(n+1)2n+1)
6

= 1°+22+- -+ (n+1)° =

1424 4n? =

(n+1)(n+2)(2n+3)
G :

1)(2n + 1
P2 ()2 = T )6( LR B

nn+1)2n + 1) + 6(n + 1)?
6
(n+1)(2n% + Tn +6)
6
(n+1)(n+2)(2n+3)
G .
S tem smo pokazali, da je tudi n+1 € A. Oba koraka skupaj nam s pomocjo
aksioma P5 (in tudi zdrave pameti) povesta, da je A = N in s tem formula
velja za vsa naravna Stevila.

PRIMER. Pokazimo, da za vsako naravno Stevilo n velja
413271 1.
Naj bo zopet A C N podmnozica naravnih Stevil, za katera trditev velja.

Baza indukcije. Za n = 1 velja 4[3217! + 1 oz. 4|4. Torej 1 € A.

Indukcijski korak. 4/32"~1 41 = 4[32(**D=1 4 1 : Lahko pisemo

32Dl =32l =932l 11 =93 1) - 8.

Ker po indukcijski predpostavki 4|32"~1 + 1 in ker 4|8, 4/9(3?"~! + 1) — 8.
Torej velja, da ¢e je n € A jetudi n +1 € A. S pomocjo aksioma o
matematic¢ni indukciji je A = N in s tem trditev dokazana.

Aksiom matemati¢ne indukcije olajsa’ dokazovanje trditev o naravnih Stevilih,
saj pri dokazovanju trditve za splosno naravno Stevilo n lahko dodatno pred-
postavimo, da trditev ze velja za vsa predhodna naravna Stevila.

1.2. Cela stevila Z

Cela stevila Z so razsiritev naravnih Stevil z negativnimi naravnimi stevili
in Stevilom 0. Torej

Z={.,-3,-2-1,01,23,.. .}

Cela stevila so zaprta za seStevanje in mnozenje, in ker ima vsako celo Stevilo
a € Z tudi svoj obratni element —a € Z, je mnozica celih Stevil zaprta tudi
za odStevanje. Se vedno pa ne moremo svobodno deliti dve stevili (npr.

5/3 ¢ 7).
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1.3. Racionalna Stevila Q

Racionalna stevila so tista Stevila, ki jih lahko predstavimo kot kvocient dveh
celih §tevil, torej kot ulomek 7, pri cemer b # 0. Kot vemo, dva ulomka 7
in 5 predstavljata isto racionalno stevilo, ¢e je ad = bc. Racionalna stevila

so zato formalno definirana kot kvocientna mnozica
{(a,b); a,beZ, b#0}/ ~, (a,b)~ (¢,d) ¢e ad = bc.

Ulomki so torej skoraj sinonim za racionalna Stevila, razlika je v tem, da sta
na primer formalno gledano % in % razlicna ulomka, vendar predstavljata

isto racionalno Stevilo.

V mnozici racionalnih stevil lahko sestevamo
a ¢ ad-+bc

by TdT
in mnozimo
a ¢ _ac
b d bd
odstevanje in deljenje pa razumemo kot sestevanje z obratnim Stevilom —§
d

oziroma mnoZenje z inverznim Stevilom ¢. Seveda z 0 ne smemo deliti.
Racionalna stevila so zaprta za vse te operacije.

1.4. Realna stevila R

Racionalna stevila povsem zadoscajo, ¢e zelimo v nasi Stevilski mnozici upo-
rabljati osnovne ra¢unske operacije: sesStevanje, odstevanje, mnozenje in de-
ljenje. Iz naslednje preproste geometrijske naloge lahko vidimo, da mnozici
racionalnih §tevil vseeno nekaj manjka: Koliksna je dolzina diagonale kva-
drata s stranico 1?7

Po Pitagorovem izreki je d> = 2. Recimo, da je d = a/b, kjer sta a,b celi
Stevili, in je ulomek okrajsan (najvecji skupni delitelj a in b je 1). Torej je
a?/b? = 2 in zato
a? = 2b°.

Ker 2 deli desno stran, mora tudi levo, in ker je 2 prastevilo, mora 2 deliti
a. Zato 4 deli levo stran, in po krajSanju ugotovimo, da mora 2 deliti tudi b.
Ker smo predpostavili, da je ulomek okrajsan, smo tako dobili protislovje.
S tem smo pokazali, da kvadrat nobenega racionalnega Stevila ne mora biti
enak 2. Diagonala kvadrata s stranico 1 nedvomno obstaja, saj jo lahko
skonstruiramo, in ker mora imeti neko dolzino, opazimo, da nam racionalna
Stevila ne zadoScajo povsem. Podobena ugotovitev velja tudi pri obsegu
kroga s premerom 1, kjer se zopet izkaze, da le ta ni racionalno Stevilo.
Vendar pa je dokaz, da 7 ni racionalno Stevilo precej tezji.

Aksiomi realnih stevil. Podobno kot pri naravnih Stevilih, bomo tudi
tu zapisali aksiome (osnovne lastnosti), ki jih pricakujemo od realnih stevil.
Zaenkrat naj poudarimo, da realnih Stevil Se nismo skonstruirali, tako da
strogo gledano Se ne vemo, da le ta obstajajo. Konstrukcijo realnih stevil
bomo nakazali malo kasneje.

(i) Lastnosti sestevanja
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A1l Komutativnost: a+b=b+a
A2 Asociativnost: (a +b) +c=a+ (b+c)
A3 Nevtralni element za seStevanje: obstaja Stevilo 0, da velja
a + 0 = a za vsako Stevilo a
A4 Obratni element za seStevanje: za vsako realno Stevilo a ob-
staja Stevilo —a, da velja a + (—a) =0
(ii) Lastnosti mnozenja
A5 Komutativnost: a-b="b-a
A6 Asociativnost: (a-b)-c=a-(b-c)
A7 Obstaja enota za mnozenje: obstaja Stevilo 1, da veljaa-1 =a
za vsako §tevilo a
A8 Inverzni element za mnozenje: za vsako realno stevilo a # 0
obstaja tevilo a1, da veljaa-a™ ! =1
(iii) Lastnosti, ki povezujeta sestevanje in mnozenje
A9 0#1
A10 Distributivnost: (a +b)-c=a-c+b-c

OpoMBA. Ce v neki mnozici za sestevanje veljajo aksiomi A1 do A4 re¢emo,
da je ta mnozica komutativna grupa za seStevanje. Ce veljajo Se aksiomi A5,
A6, A7, A9in A10, recemo, da je mnoZica za operaciji seStevanje in mnozenje
komutativni kolobar z enoto. Taka mnozica so npr. cela stevila. Ce veljajo
vsi zgornji aksiomi, torej tudi A8, pa pravimo, da gre za komutativni obseg ali
polje. Hitro lahko opazimo, da zgornji aksiomi veljajo npr. za racionalna
Stevila, torej so tudi racionalna Stevila (ne le realna Stevila) komutativni
obseg.

Nasa predstava o realnih Stevilih je ve¢ kot samo o predstava o mnozici, v
kateri lahko dobro seStevamo in mnozimo. Realna Stevila si predstavljamo
linearno urejena.

(iv) Aksiomi urejenosti

A1l Antisimetricnost: ce a < binb<ajea=2»b

A12 Tranzitivnost: ¢ejea<binb<cjea<c

A13 Stroga sovisnost: za vsaki Stevili a,b velja a < b ali b <a
(v) Povezava med urejenostjo in operacijama +, -

Al4 Cejea <bjea+c<b+cza vsako stevilo ¢

Al5 Cejeagbinogcjea-cghc

OpoMBA. Ce v komutativnem obsegu obstaja relacija urejenost, ki zadosca
aksiomom A1l do A15, reéemo, da je ta komutativni obseg linearno urejen
(Stevila si lahko predstavljamo urejena v vrsto). Z vsemi dosedanjimi aksi-
omi smo povedali, da zelimo, da so realna Stevila linearno urejen komutativni
obseg. Hitro lahko preverimo, da vse te lastnosti veljajo za racionalna Stevila
z obic¢ajno urejenostjo ¢ < § e ad < cd. Zgornji aksiomi torej v nicemer Se
ne loc¢ijo realnih stevil od racionalnih Stevil.

DEFINICIJA. Mnozica Stevil A je navzgor omejena, ¢e obstaja tako Stevilo
a, da je x < a za vsak x € A. Vsakemu Stevilu a s tako lastnostjo re¢emo
zgornja meja mnozice A. Ce je a zgornja meja mnozice A in nobeno stevilo
b < 0 ni zgornja meja mnozice A, re¢emo, da je a supremum ali natancéna
zgornja meja mnozice A in ozna¢imo a = sup A.
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Na povsem analogen nacin povemo, kdaj je neka mnozica A navzdol ome-
jena, definiramo pojem spodnja meja in natancéna spodnja meja ali infimum
(inf A). Ce je mnozica tako navzgor kot tudi navzdol omejena, recemo, da
je omejena.

PRIMER. Ilustrirajmo si zgornje pojme na nekaj zgledih.

e Mnozica A = (1,00) je navzdol omejena, ni navzgor omejena. Spo-
dnja meja je vsako Stevilo, a < 1, inf A = 1.

e Mnozica A = [1,3) je omejena, inf A = 1, supA = 3. Ker je
1 € A lahko recemo, da ima A minimum, ker pa 3 ¢ A, A nima
maksimuma.

e Mnozica A = {%, %, i, %, %, ...} je navzgor in navzdol omejena. Na-
tan¢na spodnja meja je 0, natanéna zgornja meja pa 1.

Pomembno vprasanje za nadaljevanje zgodbe o realnih stevilih je naslednje:
Ali ima vsaka navzgor omejena mnozica tudi natanéno zgornjo mejo? Na-
slednji primer nam pokaze, da znotraj sveta, kjer bi imeli samo racionalna
Stevila, to ne bi drzalo.

PRIMER. Naj bo mnozica A = {r € Q; 2? < 2}. Seveda je mnozica A

navzgor omejena, saj je na primer 2 zgornja meja mnozice A. Lahko pa
vidimo, da nobeno racionalno Stevilo ni natan¢na zgornja meja mnozice A,
ker v/2 ni racionalno stevilo. Mnozica A je torej navzgor omejena mnozica
racionalnih Stevil, za katero pa ne moremo najti racionalne natan¢ne zgornje
meje.

A16 Dedekindov aksiom: vsaka neprazna navzgor omejena mnozica re-
alnih Stevil ima natan¢no zgornjo mejo.

OpoOMBA. Iz Dedekindovega aksioma seveda sledi, da ima tudi vsaka navzdol
omejena neprazna mnozica realnih stevil natanéno spodnjo mejo.

Naj samo omenimo, da sistem aksiomov Al — A16 natanko doloca realna
Stevila, torej vsak linearno urejen obseg, ki zados¢a tudi Dedekindovemu
aksiomu je izomorfen mnozici realnih stevil. Bolj za ilustracijo si poglejmo
nekaj posledic Dedekindovega aksioma.

1.5. Kompleksna stevila C

Kompleksna stevila definiramo kot pare (a,b) dveh realnih stevil, za katera
definiramo sestevanje in mnozenje kot

(a,b) + (¢,d) = (a+ ¢, b+ d), (a,b) - (¢,d) = (ac — bd, ad + bc).

Bolj obi¢ajno se odlo¢imo za ekvivalenten zapis a-+ib kjer definiramo i2 = —1.
S tem dogovorom sestevamo (a+ib) + (c+id) = (a+c¢) +i(b+d) in mnozimo
(a +1b)(c +id) = (ab — bd) + i(ad + bc). Nevtralni element za sestevanje je
seveda Stevilo 0 = 04-0i in enota za mnozenje 1 = 14 0i. Nasprotni element
Stevilu a + b je —a — ib in, e a + ib # 0 ima Stevilo inverzni element za
mnozenje a-|1-ib = a‘éfég. Lahko preverimo, da pri tako definiranih operacijah
kompleksna Stevila zadoscajo aksiomom Al — A10, ki smo jih naSteli pri
realnih Stevilih. Zato so kompleksna Stevila polje.
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PRIMER. Izracunaj (2 + 3i) — (4 — 2i), (1 + 2i)(3 +4), (3 +2i)? in 2EL.

Kompleksna stevila se v literaturi prvi¢ pojavijo v drugi polovici 16. stoletja.
Medtem ko je razlog za uvedbo realnih Stevil v 'napolnitvi lukenj’ v racio-
nalnih Stevilih, pa je razlog za uvedbo kompleksnih stevil bolj algebrai¢ne
narave.

IZREK (Osnovni izrek algebre). Vsak ne konstanten polinom ima vsaj eno
kompleksno niclo.

Poglejmo si nekaj definicij. Naj bo z = a + ib kompleksno &tevilo. Stevilo a
imenujemo realni del kompleksnega Stevila z in ga oznac¢imo z Re z. Stevilo b
pa imaginarni del kompleksnega Stevila z in ga oznac¢imo z Im z. Absolutna
vrednost Stevila z = a+1b je Stevilo |z] = va? + b2, in je razdalja Stevila z =
a + ib do izhodisca kompleksne ravnine. Konjugirano stevilo kompleksnemu
Stevilu z = a + ib je Stevilo z = a — ib in je zrcalna slika Stevila z glede na
z-os v kompleksni ravnini. Naslednja trditev povsem sledi iz definicij.

IZREK. Naj bosta z in w kompleksni stevili. Velja

Absolutna vrednost ima naslednje lastnosti.
I1ZREK. Naj bosta z in w kompleksni stevili. Potem velja

z| >0 in |z| =0 samo ée je z =0,

i) |
(ii) [2] = |=[,
(ili) |zw| = |2|w],
(iv) |Re z| < |z| in [Im 2| < |z|,
(V) |z +w| < |z + [wl

Doxkaz. Tocki (i) in (ii) preprosto sledita iz definicij. Oglejmo si (iii) Naj
bo z =a+1ib in w = ¢+ id. Potem je zw = (ac — bd) + i(ad + be). Torej je

2W ac — ad + bc)” = a“c” + +a +0°c
2 bd d b 2 22 b2d2 2d2 b2 2
= (a + 62)(6 +d2) = |z|2|w|2.

Tocka (iv) pomeni a® < a® +b? in b* < a? + b%, kar je o¢itno. Ostane nam
torej samo se trikotniska neenakost (v):

lz4+w>=(a+c)+ (b+d)? =a®+b*+ & +d* + 2ac + 2bd,

in

(2] + [w])? = a® + 02 + & + d® + 2/ a2 + 2\ + 2,
Neenakost bo torej dokazana, ée pokazemo ac + bd < Va2 + b2v/c2 + d2. Ce
neenacbo kvadriramo, dobimo neenakost

22 £ V2d? + 2abed < a®¢ + b2d? + b2 + o2d?,
oziroma b*c? + a?d? > 2abed, kar pomeni (bc — ad)? > 0. O
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Polarni zapis kompleksnega Stevila. Kompleksno stevilo z = a +ib
lahko zapiSemo tudi s pomocjo kota ¢, ki ga daljica med izhodis¢em in tocko
z oklepa s pozitivno z osjo in razdaljo r tocke z do izhodisca.

Kot ¢ obi¢ajno vzamemo na intervalu [0,27) in ga imenujemo argument
Stevila z in ozna¢imo z arg z. Med obi¢ajnimi kartezicnimi koordinatami in
polarnimi koordinatami Stevila z veljajo zveze

a = TCos P, b=rsing
in
r=lz| = Va% + b2, tangng.
Kot polarni zapis Stevila z = a + ib razumemo zapis
z =r(cosp +isingp).

PRIMER. ZapiSimo naslednja kompleksna stevila s polarnim zapisom: —3,
1+, —1 + +/3i. Stevilo —3 ima argument = in je oddaljeno 3 od izhodiséca.
Zato je —3 = 3(cos m+isinn). Stevilo 14 ima argument 7/4 in [1+i| = /2,
zato 1 +i = /2(cos T + isinm4). Stevilo —1 4 +/3i ima argument 27/3 in
| —1+ \@H =2 in zato —1 + V/3i = 2((:03%7r —|—isin%ﬂ).

Polarni zapis je zelo primeren za mnozenje. Naj bo z = r(cos ¢ + isiny) in
w = p(cos ¥ +isin ). Potem je
zw = rp(cos ¢ + isin @)(cos ¥ + isin )
= rp(cos ¢ cos ) — sin @ sin v + (cos g sin v + sin p cosv))
= rp(cos(¢ + ) +isin(p + 9)).
Zgornji racun nam pove, da je [zw| = [z[|w| in tudi arg zw = arg z + argw.
Formulo lahko uporabimo tudi pri potencah Stevil. Ce je z = r(cos¢ +
isiny), je
2" =r"(cosnp + isinny).
V posebnem primeri, ¢e je |z| = 1 dobimo de Moiverovo formulo:
(cos @ +isin )™ = cosny + isinnep.
PRIMER. Poglejmo si, kaj nam gornja formula npr. pove v primeru n = 3.
(cos ¢ + isin p)® = cos 3¢ + isin 3p,
po drugi strani pa je
(cos ¢ + isin p)® = cos® ¢ + 3icos? psin g — 3 cos @sin? ¢ — isin® .
Zato velja
cos 3p = cos® ¢ — 3 cos psin? @, sin 3¢ = 3cos? @sin ¢ — sin® .

PRIMER. Izracunajmo (14 1)1%. V polarnem zapisu je 1 +1i = v/2(cos T +
isinT). Zato (1 + 1)1 = (1/2)1%(cos 10T + jsin 1907) = 250(cos 257 +
isin 257m)) = 2°0(—1 + 0i) = —2%.
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Poglejmo si Se, kako lahko s pomocjo polarnega zapisa resSujemo enacbo
Z" = w, kjer je

w = p(cosV +isin)
dano kompleksno Stevilo. Resitev z prav tako iS¢imo v polarnem zapisu
z =r(cosp +isinp). Veljati mora

r"(cosny + isinny) = p(cos ¥ +isin ).

Zato je r = {/p in ny = ¥ + 2k7, oziroma ¢ = % + %T’T Pri tem je dovolj,
da za parameter k vzamemo Stevila k =0,1,2,...,n — 1. Torej je

9+ 2km n19+2k‘7r

z:{L/ﬁ<cosn+isi ), k=1,2,...,n—1

n
PRIMER. Pois¢imo vse kompleksne resitve enacbe 22 = —1. V polarnem
zapisu je —1 = (cosm +isin7). Zato so resitve enacbe

V3

™ .. @ 1 .
21 =COS— +1sln— = — + —1

3 3 2 2
37T+,_ 3 1
= — +1isin — = —
Z9 c053 S 3

o . . Om
23 = COS — + 18Il — = — — 1

1 V3.
3 3 2 2
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Matrike

2.1. Osnovne definicije

Matrike so pravokotne tabele realnih ali kompleksnih stevil. Na primer

1 -2 3 1 J )
1 -2 1
2 0 4,23 1],[4],|2 o0 ,[2 0 _3}

-3 1 -1 -2 -3 1

Ce ima matrika n vrstic in m stolpcev, re¢emo, da je to n x m matrika.
Splosna n x m matrika A je torej oblike

ailp a2 - A1m

az; a2 - a2m
A=

anl Aan2 - Qpm

Element matrike, ki se nahaja v i-ti vrstici in v j-tem stolpcu, bomo oznacili
z a;j. Ce je n = m, recemo, da je matrika kvadratna. Kvadratne matrike
imajo diagonalo, ki je sestavljajo elementi oblike ay;.

2.2. Vsota matrik in mnozenje matrik s skalarjem

Naj bosta A in B n X m matriki

a1 a2 - Qim bin bz -+ bim

a1 Q2 - A2, bor baa -+ bam
A - . . . 9 B -

apl Aap2 - Aapm bni bp2 -+ bpm

Vsota matrik A in B je matrika

ain+bin aip+biz 0 aim +bim

a1 +ba1  aga +ba -+ agy +azm
A+ B= . ) .

an1 + bnl an2 + an R ¢ bnm

Ce je a € R (ali a € C) poljuben skalar, definiramo mnozenje matrike A z
a kot

aalr oar o aQ1m

Qag  Qage . QA2
aA =

Qlpl QGp2 - Qdpm

10
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PrIMER. Naj bosta

Potem je

3 6
A+B=1|2 0 4 |+(2 3 —4|=14 3 0
0 2 0

1 -2 3 2 -4 6
24=22 0 4|=|4 0 8
-3 1 -1 -6 2 =2

Naj bodo A, B, C poljubne n x m matrike in «, § € R(C) poljubna skalarja.
Za seStevanje in mnozenje matrik s skalarjem veljajo naslednje lastnosti

(i) Lastnosti sestevanja
— Komutativnost: A+B =B+ A
— Asociativnost: (A+ B)+C=A+ (B+C)
000

— Nevtralni element za seStevanje: Ce je 0 = [: : , velja

A+0=0+A=A. vl
— Obratni element za seStevanje: velja —A+A = A+ (—A) =0,
kjer je —A = (-1) - A.
(ii) Lastnosti mnozenja s skalarjem
— Distributivnost sestevanja matrik in mnozenja s skalarjem:
a(A+ B =aA+aB.
— Distributivnost seStevanja skalarjev in mnozenja matrik s ska-
larjem: (o + f)A = aA+ BB.
~ (aB)A = a(BA).

— MnozZenje matrike s skalarjem 1: 14 = A.

2.3. Mnozenje matrik

Doloc¢ene matrike lahko med seboj tudi mnozimo. Mnozenje matrike A
z matriko B je definirano, ¢e ima matrika B toliko vrstic, kolikor ima A
stolpcev. Naj bo torej A n x k matrika in B k x m matrika. Potem je A- B



n X m matrika

2.3. MNODENJE MATRIK

PRIMER. Naredimo nekaj primerov

(iii)

Oznac¢imo z I,, kvadratno n x n matriko

12

ai a2 aik bir b2 bim
az a2 agk | |b21 D22 bam
|On1  Gn2 Qnk br1  bio bkm
r ok k k 1
> a1ibin Y aribip > a1ibim
=1 =1 =1
k k k
> agibin Y azibip > 2ibim
=1 =1 =1
k k k
> Anibit Y anibi > nibim
Li=1 =1 =1 |
2 2 2 -2 3 4 6 -3
0 3 0 2 -1 =1 8 -9
1 0 1 2 =2 -6 8 —10
22]‘(2)_22_31 _[4 6 -3
03] 5 Ty | Tlis o
12 2] [2 =2] [4 6
-1 0 3 0 2|=1]1 8
1o—12 |1 o2] |40
2
1 2 2]-[0| =[4 =4
1
1 1 2 3
2(-[1 2 3]=12 4 6
3 3 6 9
100 0]
010 0
=001 0
0 0 0 1

Matriki I,, re¢emo identicna matrika reda n. Vcéasih izpuSéamo podpis n,

Ce je red ociten.

Navedimo lastnosti mnozenja matrik.
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e Asociativnost: (AB)C = A(BC), ¢e je A n x k matrika, B k x m
matrika in C' m x [ matrika.

e Leva in desna enota za mnozenje: I,A = Al,, = A, ¢eje Anxm
matrika.

e Desna distributivnost: (A+ B)C = AC+ BC, testa Ain Bnxk
matriki, in C' k£ X m matrika.

e Leva distributivnost: C(A+ B) =CA+ CB, ¢esta Ain B kxm
matriki, in C' n X k matrika.

e a(AB) = (0¢A)B = A(aB), ¢e je A n X k matrika, in B k x m
matrika ter o skalar.

OprPOMBA. Oba produkta AB in BA lahko izra¢unamo, ¢e je A nxm matrika,
B pa m x n matrika. V tem primeru je AB n x n matrika, BA pa m x m
matrika. Ce n # m produkta nimata enake oblike (3tevila stolpcev in vrstic).
Ce je n = m sta obliki obeh produktov sicer enaki, vendar sta oba produkta
praviloma razlicna. Produkt matrik torej ni komutativen.

2.4. Inverz kvadratne matrike

Kvadratna n x n matrika A ima inverz A~', ki je prav tako n x n matrika,
ce velja
AAT Y =AT1A=1,.

PrRIMER. Vsaka kvadratna matrika nima inverza. Poglejmo si matriko

[1 2
A= 2 4]
in predpostavimo, da je matrika
x=|" y}
v v

njen inverz. Potem mora veljati
1 2|z y| |2+2v y+2v| |1 O
2 4| |lu v| |2z+4u 2y+4v| |0 1|°
Ker ne more hkrati veljati

r+2u=11in 2z +4u =2(x + 2u) =0,

12
|13 4
1 2] [-2 1| -2 1 1 20 |10
3 4(13/2 —-1/2|  |3/2 —-1/2||3 4| (0 1|~
Matrika A ima torej inverz

AT = [3_/22 —11/2} '

matrika A nima inverza.

Naj bo sedaj

s

Velja
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Determinante

3.1. Determinanta 2 x 2 matrik

Poglejmo si najprej, kako izra¢unamo inverz splosne 2 x 2 matrike

)
A= d].
Is¢emo torej matriko
x=\" y}
v v

da bo

AX — [aa:—i—bu ay—i—bv] _ [1 O]‘

cx+du cy+ dv 01

Dobimo torej sistem linearnih enac¢h

ar+bu=1 ay+bv=0
cx+du=0 cy+dv=1.

Hitro se lahko prepricamo, da je sistem resljiv natanko v primeru, ko je

ad — bc # 0,
resitev pa je
v d b
~ ad —be v= ad — bc
P — v=—2
"~ ad —be ~ ad—bc’
Definirajmo determinanto 2 x 2 matrike
a b
-
kot
det A = |* b‘ = ad — bc.
c d

Pokazali smo torej, da je 2 x 2 matrika A obrnljiva natanko tedaj, ko je
det A # 0, njen inverz pa je v tem primeru enak

1 d —b
ATl = .
ad — bc [—C a }

14
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3.2. Predznak permutacije

Permutacija stevil 1,2, --- | n je vsaka preureditev tega zaporedja stevil. Vse
permutacije Stevil 1,2,3 so na primer 1,2,3, 1,3,2, 2,1,3, 2,3,1, 3,1,2 in
3,2, 1. Stevilo permutacij n stevil je n! = 1-2---n, permutacije pa obicajno
oznacujemo z malimi grskimi ¢rkami o, ,.... Tako na primer piSemo per-
mutacijo 2,1, 3 kot

ali
T =(2,1,3)
ali
(1 2 3
T=\2 1 3)"
Permutacija torej ni ni¢ drugega kot bijektivna preslikava 7 : {1,2,...,n} —
{1,2,...,n} Dve permutacije lahko komponiramo tako, kot komponiramo

preslikave. Ce je

(12 3
T™—\2 1 3

in
(1 2 3
7=\3 1 2)
potem je
o_123
Ter=A3 2 1)
saj je

m(o(1))=n(3) =3, 7(c(2)=n(1)=2, w(c(3)) =n(2)=1.

Transpozicija je permutacija, pri kateri med seboj zamenjamo samo dva
elementa. Permutacija (2,1, 3) je transpozicija, ker smo zamenjali le ele-
menta 1 in 2, permutacija (3, 1, 2) pa ni transpozicija. Lahko pa permutacijo
(3,1,2) zapisemo kot kompozitum 79 o 71 dveh transpozicij 7 = (2,1,3) in
79 = (1,3,2). Najprej smo torej zamenjali 2 in 1, nato pa Se 2 in 3. ni se
tezko prepricati, da lahko vsako permutacijo zapiSemo kot kompozitum vec
transpozicij. Naj bo torej

O =TpgOTg—10-"0T1

zapis permutacije kot kompozitum k transpozicij. Ce je k sodo Stevilo,
recemo, da je predznak permutacije o enak 1, ¢e pa je k liho Stevilo, pa —1.
Torej je

sign o = (—1)~.
Permutacije sicer lahko na razliéne nacine zapiSemo kot kompozitum tran-
spozicij, vendar bo zapis vedno imel enako parnost.
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3.3. Determinanta sploSsne kvadratne matrike

Naj bo
aix a2 - Aln
a1 a2 - a2n
A=
anl1 Aanp2 - dpn

kvadratna n x n matrika. Determinanto matrike A definiramo kot vsoto
vseh moznih razliénih si (primerno predznacenih) produktov n elementov
matrike, pri ¢emer je v vsakem produktu lahko en sam element iz vsake
vrstice. Vsak tak produkt je doloten s tem, da povemo, kateri element
smo vzeli iz prve vrstice, ajr(1), kateri element iz druge vrstice asg (2, in
tako dalje. Natanko vsaka permutacija m na n Stevilih nam torej da po en
primeren produkt
A1r(1)A17(1) " " Cnm(n)-

V vsoti bomo vsak tak produkt Se pomnozili s predznakom permutacije.
Definirajmo torej determinanto matrike A kot

aip a2 v Qlp
asy ay -+ A, ) i
(1) det A= . . L= g sign T H Qo (k) -
: : : — pie
apl1 QAnp2 -+ Gpp

Poglejmo si, kako obi¢ajno postopamo pri ra¢unanju determinant. Naj bosta
1 < j,k <n. Oznacimo z Aj; (n—1) x (n— 1) matriko, ki jo dobimo s tem,
da iz matrike A izbrisemo j-to vrstico in k-ti stolpec. Ce v (1) zdruzimo vse
tiste produkte, ki vsebujejo element a11, je njihova vsota ravno ai; det Aq;.
Nobeden od teh produktov ne sme vsebovati ¢lena ajo, saj je v vsakem
produktu le en ¢len iz vsake vrstice. Cleni produkta, ki vsebujejo aip so
torej disjunktni s ¢leni produkta, ki vsebujejo a11, njihova vsota pa je enaka
—a12 det Ajz. V splosnem se ¢leni produkta, ki vsebujejo ¢len aq; seStejejo
v (—1)7*1ay; det Ay;. Zato dobimo formulo

det A =aj1det A1 —ajadet Ajg +--- + (—1)n+1a1nA1n
= Z(_l)j+1alj det Alj,
j=1

kar imenujemo razvoj determinante po prvi vrstici. Analogno lahko dobimo
razvoj determinante po prvem stolpcu

det A = a1 det Aj1 — agydet Aoy + -+ + (—1)"+1an1An1
= Z(—l)j+1aj1 det Ajl-
j=1

Determinanta splosne 3 x 3 matrike

A=

.

Q@ Q.
>0 o
~ 0O
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je enaka

d e
g h

e f
hoi

~oft ]
g i

re

=aei —afh —bdi+bfg+ cdh — ceg.
PRIMER. Izra¢unajmo determinanto matrike

-2 20 3 -2 4
0 0 2 -3
0 0 o0 7

V tem primeru je smiselno, da determinanto razvijemo po prvem stolpcu,
ker le ta vsebuje precej nicel. Tako dobimo

-2 2 -1 0
3 -2 4
0 3 -2 4 2 -3
0 0 2 _3_—28 (2) —73_—2-3’0 7‘_—2-3-2-7.
0o 0 o0 7

Bolj splosno lahko opazimo, da je determinanta zgornje trikotne (ali spodnje
trikotne) matrike vedno kar produkt njenih diagonalnih elementov.

Poglejmo si nekaj pomembnih lastnosti determinante, ki jih lahko uporabimo
pri racunanju determinante. Dokazov ne bomo navajali.

e Ce v matriki zamenjamo med seboj dva stolpca (ali dve vrstici), se
determinanta pomnozi z —1.

e Ce v matriki enemu stolpcu pristejemo nek drug stolpec, se deter-
minanta ne spremeni. Enako z vrsticami.

e Ce nek stolpec (ali vrstico) pomnozimo s stevilom «, se tudi deter-
minanta pomnozi s tem Stevilom.

e Ce celo matriko pomnozimo s stevilom «, se determinanta pomnozi
s Stevilom a™.

Medtem ko ne obstaja enostavna formula za determinanto vsote dveh ma-
trik, pa je determinanta produkta enaka produktu determinant. Torej, ce
sta A in B n x n matriki, velja

det(A - B) = (det A) - (det B).

Ce za matriko A obstaja inverz A~1, je torej

1
71 _
det A7 = Tt A

Podobno, kot smo to pokazali za 2 x 2 matrike, pa v splosnem velja naslednji
izrek.

[ZREK. Matrika A ima inverz natanko tedaj, ko je det A # 0.

Ce ima matrika nenic¢elno determinanto, recemo, da je nedegenerirana.
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3.4. Transponiranje matrike

Naj bo A splo$na n x m matrika

ailp a2 - A1m

azy a2 - a2m
A=

anl Aanp2 - Opm

Matriko AT, ki jo dobimo tako, da so vrstice matrike AT ravno stolpci
matrike A, imenujemo transponirana matrika matrike A. Bolj natanc¢no,
AT je m x n matrika

ail a1 e an1
AT ai2 a2 e an2
Alm A2m " OGnm

Naslednje lastnosti so vse, razen morda tretje, dokaj oCitne.

(A+ B)T = AT + BT ¢e sta A in B poljubne n x m matriki.
(ATYT = A, ¢e je A poljubna n x m matrika.

o (A-B)T = BT. AT ¢e je A poljubna n x m matrika, B pa poljubna
m x k matrika.

(A~HT = (AT)~1 e je A poljubna nedegenerirana n x n matrika.
det AT = det A.
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Evklidski prostor R"

4.1. Vektorski prostor R"

Prostor R™ sestavljajo urejene n-terice realnih stevil z = (x1,x9,...,x,),ki
pa jih bomo pogosto pisali v vektorski obliki kot stolpec

I

T2
€r =

Tn

Dva vektorja Z in ¢ lahko med seboj sestevamo

1 Y1 r1+ Y1
L. T2 Y2 To + Y2
Tr+y= : + | = .

Tn | Yn Tp + Yn

definirano pa imamo tudi mnozenje vektorja z realnim skalarjem

AT
AT

axy

S tako definiranima operacijama postane R™ vektorski prostor, z ni¢elnim
elementom

kar pomeni, da veljajo aksiomi

e I+y=y+7,

o (T+9)+2=7+ ¥+ 2),
e ’+0=0+2=212,

e I+ (—Z)=(-%)+Z=0,
e a(B7) = (ap)7,

o 17 =12,

° a(a?—i—g]):oﬁ—i-ag],

o (a+ B)T =aZ + [y.

19
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Ker vsak vektor

8
Il

lahko na en sam nac¢in zapiSemo kot n linearno kombinacijo standardnih
baznih vektorjev

1 0 0
0 1 0
e=1|9,&a=|9,-,ée=|:],

: 0
0] 0] 1]

kar pomeni,
T =161 + 296 + - -+ + TpEn,

recemo, da je R"™ n dimenzionalen vektorski prostor.

4.2. Skalarni produkt

Prostor R" lahko opremimo s standardnim skalarnim produktom

<£7g> = ng: T1Y1 + T2Y2 - TnlYn,

in inducirano standardno normo

ol = V@ @) = \Ja? + a3+ - +a2.

Ta norma nam nadalje na R™ inducira standardno metriko

d(z,y) =z —yll = V(z1 — y1)? + (@2 — 12)2 + - + (20 — yn)>-

Hitro lahko preverimo, da ima skalarni produkt ima lastnosti

|Z]| > 0 ¢e xz # 0,
o] = lol &l
- 7) < |71 + 91
(@ g)| <1241l
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4.3. Matrike kot linearne preslikave

Naj bo A n x m matrika

air a2 -+ Gim
a1 a2 - a2m
A =
anl Aanp2 - Qpm
Vektor & € R™,
x1
xr = . N
Tm

lahko razumemo tudi kot m x 1 matriko. Tako nam Zze definiran matri¢ni
produkt AZ da n x 1 matriko, ki pa jo zopet razumemo kot vektor iz prostora
R™. Torej lahko vsako n x m matriko A razumemo kot preslikavo A : R™ —
Rn

ailr a2 o Aim | | T1 1171 + 1272 + - - + A1mTm

B a1 a2 - A2m | | T2 a21T1 + a22%2 + -+ - + GamTm
A = | . . . =

apl Aap2 -+ Gpm Tm an1T1 + ap222 + - - + ApmTm

PRIMER. Matrika

1=

nam poda preslikavo A : R? — R?

0 el ) = e e

Slike standardnih baznih vektorjev e; = (1)] in €5 = (1] sta ravno stolpca
. o VB2l L [-1)2 .

matrike A, torej Ae; = [ 1/2 in Aéy = V32| Geometrijsko nam

matrika A predstavlja vrtenje tock za kot w/6 okrog izhodis¢a v pozitivni

smeri. O

Pri vsaki matriki A so stolpci te matrike ravno slike standardnih baznih
vektorjev €1, €, ..., €, s preslikavo, ki jo ta matrika dolo¢a. Nadalje ima
taka preslikava lastnosti

o A(Z+7y) = AT+ Ay,
o A(aZ) = aAz.

Preslikavam iz R™ v R", ki zadoS¢ajo tema dvema lastnostma re¢emo line-
arne preslikave. Matrike n X m nam torej podajo linearne preslikave iz R™
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v R™. Obratno za vsako linearno preslikavo A : R™ — R" velja, da vektor
I
Z2
a_:: p—
Tm

preslika v vektor

r1 A€ + xoAey + - + x, Al
Vsaka linearna preslikava je torej natanko podana s tem, da vemo, kam se
preslikajo vektorji standardne baze. Ce torej sestavimo matriko, ki bo za
stolpce imela kar slike vektorjev standardne baze, dobimo matriko, ki to
preslikavo predstavlja.

PRIMER. Napi§imo matriko, ki predstavlja zrcaljenje tock v R? preko pre-
mice y = x.

Vsako zrcaljenje preko premice, ki poteka skozi izhodisce, je linearna pre-
slikava. Zrcaljenje preko premice y = z nam tocko (1,0) preslika v (0, 1),
tocko (0,1) pa v (1,0). Zato je matrika, ki predstavlja to zrcaljenje enaka

A_[(l’ (1)]

Poljubna tocka (z,y) se torej prezrcali v

b ol =)
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Sistem linearnih enacb

5.1. Gaussova metoda

Poglejmo si preprost sistem treh linearni enacb za tri neznanke

2x — 3y + 2z =5
x 4+ 2y — 2z = 3.
-3z + y + 2z =0

Sistem linearnih ena¢b se popolnoma ni¢ ne spremeni, ¢e zamenjamo prvo
in drugo enacbo
x 4+ 2y — 2z = 3
2 — 3y + 2z = 5.
-3z + y + z =0
Iz druge in tretje enacbe lahko eliminiramo spremenljivko x, tako da drugi
enacbi odstejemo 2-kratnik prve, in tretji pristejemo 3-kratnik prve

T + 2y — 2z = 3
- Ty + 6z = -1
Ty — 5z = 9
Ce sedaj tretji enacbi pristejemo drugo, dobimo sistem
x + 2y — 2z = 3
- Ty + 6z = -1
z = 8

Sedaj ze lahko sistem ze resimo z = 8, y = (-1 —6-8)/(-7) =7, z =
3+2-8—2-7=5. Lahko pa s postopkom Se nadaljujemo. Prvi enachi
lahko pristejemo 2-kratnik tretje, drugi pa odstejemo 6-kratnik tretje

z + 2y = 19
- Ty = —49.
z = 8
Sedaj drugo enacbo delimo z —7
r + 2y = 19
Y = 7
z = 8
in na koncu Se prvi enacbi odstejemo 2-kratnik druge
x = 5
Y = 7.
z = 8

Operacije, ki smo jih izvajali na sistemu so naslednje.

23
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e Menjava vrstnega reda enacb/vrstic.
e Mnozenje/deljenje neke enacbe/vrstice z nenicelnim stevilom.
e Pristevanje/odstevanje veckratnika neke enac¢be/vrstice drugim ena¢bam /vrsticam.

Ce je sistem resljiv, nas bo sistemati¢na uporaba teh pravil preprosto pri-
peljala do resitve. Kar opazimo je, da pri reSevanju sistema uporabljamo le
koeficiente sistema, in da nam pravzaprav ni potrebno pisati spremenljivk
x, y, z. Tako lahko nas prvotni sistem enako dobro predstavimo s tabelo

2 -3 1|5
1 2 =213
-3 1 110

ResSevanje sistema enacb sedaj, analogno kot zgoraj, poteka tako, da za-
poredno izvajamo zgoraj nastete operacije na vrsticah. Postopek resevanja
zgoraj tako lahko piSemo kot

(2 -3 1 |5] 1 2 —213 1 2 -2/ 3
1 2 =23/ ~2 =3 1 |5|~1]0 =7 6 |—-1|~
-3 1 1 |0] -3 1 1|0 0 7 =59
1 2 —2] 3] 1 2 0] 19 1 2 0119

0 =7 6 | =1 ~1]0 =7 0| =49~ |0 1 O| 7| ~
0 0 1| 8] 0 0 1] 8 00 1|8

[1 0 05

0107

00 1|8

Idealno zelimo, da je prvi del tabele diagonalen, z enkami po diagonali.
Lahko pa se zgodi, da je katera od vrstic ni¢elna (razen konéne vrednosti za
¢rto). V tem primeru enacba sistem enacb ni resljiv, razen v primeru, ko je
tudi za ¢rto v tej vrstici Stevilo 0.

Takemu sistemati¢cnemu postopku resevanja enacb re¢emo Gaussova elimi-
nacija, in ga lahko izvajamo na poljubnem linearnem sistemu n enacb z n
neznankami.

5.2. Matri¢na oblika sistema linearnih enacb

Poljuben linearen sistem n enacb z n neznankami

ajlry + appre + - 4 aTn =b
a1or1 + aggre  + - 4 aTn = bo
ap1T1 + ap2x2 + 0+ AppTnp = bn

lahko zapiSemo v matri¢ni obliki

AZ =,
kjer je
a1 a2 -+ Gln T b1
aig azy - ag| . |x2| o |be
A = . s xr = N b = .

anl Ap2 - Aapn T, bn
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Resitev sistema je seveda tak vektor &, ki resi enacbo pri dani matriki A in
danem vektorju b. Ce je matrika A obrnljiva in poznamo njen inverz, lahko
Z preprosto dobimo kot

7=A""0.

TRDITEV. Ce je det A # 0 ima sistem AZ = b eno samo resitev in sicer
- -1
Z=A""b.

Je pa, kot bomo videli v naslednjem razdelku, inverz matrike enak resevanju
n linearnih sistemov z matriko A in je rac¢unsko bolj zahtevno, kot resevanje
enega samega sistema enacb. Sistem

-

AZ =b

obi¢ajno reSujemo z zgoraj opisanim postopkom Gaussove eliminacije, torej
7 zgoraj opisanimi vrstiénimi operacijami na tabeli

48]

5.3. Gaussova eliminacija in inverz matrike

Ce obstaja, pois¢imo inverz matrike
2 =3 2
A=|1 2 =2
-3 1 1
Inverz matrike A je takSna matrika
T11 Ti2 13

X = |w21 w22 T23
r31 I32 I33,

da velja
2 -3 2 Tr11 T12 T13 1 0 0
1 2 —2 To1 T22 T23| = 01 0
-3 1 1 Tr31 I32 I33 0 0 1
Iskanje inverza je v tem primeru torej ekvivalentno hkratnemu resevanju

treh sistemov enacb

2 -3 2 I11
1 2 —2 o1 | =
-3 1 1 31

2 -3 2 X192
1 2 —2 Too| =
-3 1 1 1'32_

2 -3 2 I13
1 2 —2 o3| =
-3 1 1 1‘33_

oo O, O OO+
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Skupaj lahko sisteme resujemo tako, da operacije Gaussove eliminacije sis-
temati¢no izvajamo na vrsticah tabele
2 =3 2|1
12 =210
-3 1 1|0 0 1

dokler ne dobimo pred vertikalno ¢rto identiéne matrike. Desno od ¢rte je
tedaj ravno inverz dane matrike

(2 -3 211 0 0] 1 2 —2]0 1 O]
1 2 —=2/010[~]2 =3 21|10 0~
-3 1 1[0 0 1 -3 1 1[0 0 1]
1 2 —2]0 1 0] [1 2 —2]0 1 O]
0 -7 6|1 =2 0| ~10 =7 6 -2 0| ~
0 7 -5/0 3 1 [0 O 1|1 1 1
1 2 0] 2 3 1 2 0/ 2 3 2
0 -7 0/-5 -8 —6|~|0 1 0|5/7 8/7 6/7| ~
0o o0 1|1 1 1 00 1|1 1 1
[1 0 0|4/7 5/7 2/7
0 1 0|5/7 8/7 6/7
00 1|1 1 1
Torej je
4/7 57 2/7
A~V = 15/7 8/7 6/7
1 1 1
V sploSnem inverz n x n matrike A dobimo tako, da v tabeli

(A ]1]
izvajamo operacije Gaussove eliminacije na vrsticah toliko ¢asa, da pred
vertikalno ¢rto dobimo identi¢no matriko I. Za ¢rto se tedaj nahaja ravno
A~1. Postopka ne moremo izvesti zgolj v primeru, ko pred érto v eni od
vrstic dobimo same nicle. To se zgodi natanko tedaj ko je ena od vrstic
linearna kombinacija ostalih, oziroma, ko je determinanta matrike enaka 0.
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Lastne vrednosti in lastni vektorji

Ceprav nas naceloma zanimajo le realne matrike, pa moramo v tem poglavju
bomo predpostaviti, da so matrike lahko kompleksne, kar pomeni, da so
elementi matrik kompleksna Stevila. Zakaj tako, bomo videli kmalu.

6.1. Definicija lastnih vrednosti in lastnih vektorjev

DEFINICIJA. Naj bo A (kompleksna) kvadratna n x n matrika. Neniceln
vektor ¥ € C"™ je lastni vektor matrike A za za lastno vrednost A € C
matrike A, ¢e velja

AT = \J

OroMBA. Ce je ¥ lastni vektor za lastno vrednost A, potem je kateri koli
veckratnik ot tudi lastni vektor za to isto lasno vrednost a. Ko torej is¢emo
lastne vektorje, izberemo enega izmed teh vektorjev.

2 2
A= [—10 7] '

-

lastni vektor za lastno vrednost A, potem velja
-2 20 |x| | 22+2y| |Az
—10 7| |y| |—=10z+Ty| |Ay|’

(=2=XN)zx+2y=0
—10z + (7T— Ay =0.

Resujemo torej sistem enacb
—2-A 2 z| |0
—10  7—=X| |y| |0]"

—2—-A 2
det { 10 7—>J 70,
ima sistem eno samo reSitev, in sicer x = y = 0. Ker mora po definiciji
lastni vektor biti neniceln, je to mozno le, ¢e je

-2-A 2
-10 7-A

27

PRIMER. Naj bo

Ce je

oziroma

Ce je

det[ }:)\2—5)\+6:0,
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kar pomeni, da mora biti ali A = 3, ali A = 2. Ce je A = 2 imamo sistem
—4dx+2y =20
—10z 4+ 5y = 0.

Resitev tega sistema je vsak vektor oblike [2325
L |1
U=,

-5z +2y=0
—10z + 4y = 0.

] , torej na primer
Ce je A\ = 3 resujemo sistem

Resitev tega sistema je vsak vektor oblike [ o

S
S 2
= ;|

Matrika A ima torej dve lastni vrednosti, 2 in 3 z lastnima vektorjema [2]

wll] ;

PrIMER. Naj bo

] , torej na primer

Ce je
lastni vektor za lastno vrednost A, potem velja
0 1|zl |y | _ |\

A +y=0
—z— Ay =0.

oziroma

Podobno, kot v prejSnjem primeru, ima sistem eno nenic¢elno resitev le v
primeru, ko je

-2 1
-1 =X
Ta enacba nima realnih reSitev, kar pomeni, da nobeno realno Stevilo ni
lastna vrednost matrike, in matrika zato tudi nima realnih lastnih vektorjev.
Lahko pa ena¢bo resimo v kompleksnih stevilih, A = 4, ali A\ = —i. Ce je
A = ¢ imamo sistem

det[ }:)\24—1:0.

—iz+y =0
—z 41y =0.
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Resitev tega sistema je vsak vektor oblike [ZZ] , torej na primer
v= ..
i

x+y=0
—x — 1y = 0.

Ce je A\ = —i reSujemo sistem

Resitev tega sistema je vsak vektor oblike [_a;x] , torej na primer

=[],

Matrika A ima torej dve (kompleksni) lastni vrednosti, ¢ in —i z lastnima

vektorjema [ﬂ in [1} . O

—1

Iz zgornjih dveh primerov vidimo, da velja izrek.

IZREK. Naj bo A n x n matrika. Kompleksno Stevilo A\ je lastna vrednost
matrike A natanko tedaj, ko je

det (A — ) = 0.

Naj bo torej

ai;p a2 - A1n

a2 az2 - a2n,
A= | .

apl QAnp2 -+ Gpp

Postopek za iskanje lastnih vrednosti in lastnih vektorjev je torej naslednji:

(i) Poiséemo vse resitve enacbe

ail — A a2 e a1n
a2 ax — A - aonp
det . . . =0.
anl An?2 o Qpp — A

(i) Za vsak A\, ki resi zgornjo enacbo, resimo linearni sistem
AV = Av.

Determinanta
det (A —\I),

katere nicle iS¢emo, je polinom stopnje n v spremenljivki A, ki mu re¢emo
karakteristiéni polinom matrike A. Kot vemo, polinomi nimajo nujno realnih
nicel, imajo pa vedno n-kompleksnih nicel (Steto z veckratnostjo). Zato pri
iskanju lastnih vrednosti nujno naletimo na kompleksna Stevila.
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b 1

Pois¢imo lastne vrednosti in lastne vektorje matrike A.

PrIMER. Naj bo

1-Xx 1
det[o 1_)\]—(1—)\)2—0

Edina lastna vrednost matrike je A = 1, ki je dvojna ni¢la karakteristicnega
polinoma matrike A. Lasni vektorji so resitve sistema

0 1| (x| |x| |0

0 0|yl |0] (O]
Lasni vektor za edno lasno vrednost A = 1 je torej vsak vektor oblike ¢ =
[g] =« [ﬂ . Kljub temu, da je matrika 2 x 2, nimamo dveh linearno

neodvisnih lastnih vektorjev.

Identi¢na matrika
1 0
A=1I= [0 1]

ima prav tako karakteristi¢ni polinom (1 — A)? in samo eno lastno vrednost

A =1, vendar pa ima dva linearno neodvisna lastna vektorja, saj za vsak
vektor U velja

Av = 17.

Za lastna vektorja lahko izberemo kar v; = [(1)] by = [ﬂ . .

6.2. Diagonalazicija matrike

Naj bo A nxn matrika in predpostavimo, da smo nasli n-linearno neodvisnih
lastnih vektorjev

v} v? O
I 7 I I
U1 = . , U2 = . y 0, Un = . ’
vh v2 vy
za lastne vrednosti A1, Ag, ..., Ap.

OpoMBA. Kot smo videli v prejsnjem razdelku, imamo vedno n-resitev ka-
rakteristi¢ne enacbe, ki pa niso nujno vse med seboj razli¢ne, in so lahko
kompleksna stevila, tudi ¢e je matrika sama realna. Ce ima kaksna lastna
vrednost veckratnost k£ > 1, morda ne moremo najti k& linearno neodvisnih
lastnih vektorjev za to lastno vrednost. Predpostavilo smo torej, da so bodisi
vse reditve karakteristicnega polinoma med seboj si razli¢ne (in imamo zato
zagotovo zadosti lastnih vektorjev), ali pa, da so si kaksne resitve karakte-
risti¢ne enacbe med seboj sicer enake, vendar imamo vedno toliko linearno
neodvisnih lastnih vektorjev, kolikor je veckratnost lastne vrednosti.
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Ker so lastni vektorji linearno neodvisni, ima matrika

’L)% ’L)% DY ’L)’:T’
’l}% v% DY vg
S=\_ . . I
1 2 n
fl)n fl)n PEEEEY ’l)n

determinanto razliéno od 0 in zato obstaja inverz S~'. Naj bo

')\1 0o --- 0
0 X -+ 0
D=\|. . . )
0 0 - A\

Da so 9 lastni vektorji za lastno vrednost A; omeni natanko, da velja ma-
tricna enakost
AS =5D
oziroma
A=5"'Ds.
Ker je matrika D diagonalna, re¢emo, da smo matriko A diagonalizirali s
prehodno matriko S.

PRrRIMER. Poglejmo si Fibonaccijevo zaporedje
1,1,2,3,5,8,...,

ke je podano z ag = a1 = 1 in ant2 = an + ans1. V matriéni obliki lahko to
rekurzivno relacijo napiSemo v obliki

ant2| _ 1 1) |apnt1
an+1 1 0 (79 '
Qp+2| 1 1" ay
ant1| |1 0] |ao|’
11"
10
lahko enostavno izra¢unamo, ¢e uspemo matriko

i

diagonalizirati. Izracunajmo torej lastne vrednosti

Zato velja

Potenco

R S _
det[ 1 _)\]—)\ —A—1=0,
kar nam da
1+5 . 1—+5
)\1: 9 1n)\2: B .

Lastni vektor za A\ je resitev enacbe

BT
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kar nam da

STVES
!
Podobno je lastni vektor za Ao enak
STV
17 pu— 2
Tl

Zato je

2 2
10 1 1

[1 1] [1+\/5 1—¢5]‘1 [1+v5 [Hﬁ 1+¢5]

Ce potencirmo levo in desno stran, dobimo

|:1 1:|n |:1+2\/5 1_2\/5:|1 _1+2\/5 0 _n[1+\/5 1+\/5:|

2 2
10 1 1 0 1—2\/5 1 1
oziroma,
-1 n
1 1 ”:é 1 _1*2\/5 1+2\/5 0 1+2\/5 1+2\/5
10 5 [—1 1+2\/5 0 1%/5 1 1 |’

kjer smo ze izracunali inverz prehodne matrike. Zato velja

-1 n
ant2| _ 1 |1 — 172\/5 71+2‘/5 0 71+2\/5 1+V57 [1
an+41 \/5 -1 145 0 ’

2
1-v5
5 5 1 1

oziroma




