Markovske verige

Pod Markovsko verigo si bomo v tem poglavju predstavljali proces, ki
se pricne v enem izmed stanj S = {S1,S52,...,S5,} in se nato v vsakem
naslednjem koraku prestavi v neko drugo stanje iz mnozice S. Ce je proces
trenutno v stanju S;, bo v naslednjem koraku v stanju S; s verjetnostjo p;;.
Ta verjetnost je neodvisna od tega, v katerih stanjih je bil proces preden je
prisel do stanja S;. Verjetnost p;; nam pove, s kaksno verjetnostjo ostanemo
v stanju ;. Seveda za vsak i = 1,2,...,n velja

pi1 +pi2+ -+ pir = L.

Verjetnosti p;; imenujemo prehodne verjetnosti, matriko

p1i1 P12 - DPir
p_ p‘21 P?2 i P?r
DPr1 Pr2 - Drr

pa matriko prehodov. Matrika prehodov ima lastnost, da so vsi elementi
nenegativna Stevila, in da je vsota po vrsticah enaka 1. Taki matriki reCemo
stohasticna matrika, lahko pa tudi matrika prehodov, verjetnostna matrika,
Markovska matrika.

P33

SLIKA 0.1. Markovska veriga s tremi stanji

Zagetno verjetnostno porazdelitev na mnozici stanj S bomo oznacili z
vodoravnim vektorjem p = [p1,p2, ..., pn]. Verjetnost p; nam pove, s kaksno
verjetnostjo je zaCetno stanje procesa ravno stanje S;. Takemu vektorju
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recemo stohasticen vektor. Pogosto za zacetno stanje kar izberemo eno od
stanj, kar pomeni, da je vodoravni vektor p oblike [0,...,0,1,0,...,0].

TRDITEV. Naj bo P matrika prehodov za Markovsko verigo, vodoravni
vektor p zacetna porazdelitev in n naravno stevilo. Velja

e (i,7)-ti element matrike P" nam pove, kaksna je verjetnost, da bo
proces po n korakih v stanju S;, ¢e je trenutno v stanju S;.

e j-ta komponenta vodoravnega vektorja pP"™ nam pove verjetnost, da
bo proces po n-korakih v stanju S;, ce je zacetna porazdelitev stanj
enaka p.

Dokaz. Ozna¢imo z pg-t) verjetnost, da je proces po n krakih v stanju
7, Ce je trenutno v stanju i. Z indukcijo pokazimo, da je pl(?)
element matrike P™. Vemo, da velja ng;) = p;j. Predpostavimo sedaj, da je
pl(;.z) enak (7, 7)-temu elementu matrike P™ in dokazimo analogno izjavo za
n—+ 1.

res (i, 7)-ti

Verjetnost, da je proces po n + 1 korakih v stanju Sj, ¢e je trenutno v
stanju S; je enaka

41
PZL ) = pf;?)plj +p£g)p2j +-+ pg?)pm‘,

kar pa je ravno (i, j)-ti element matrike P"P = P,
Za drugi del trditve je dovolj, da izjavo pokazemo za n = 1, saj po prvi
tocki potem velja za splosni n.
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S1, 01

S2ap2

Sl\"a Pr Pkj

Srapr

Verjetnost, da se proces nahaja po prvem koraku v stanju S;, ¢e je
zacetna porazdelitev enaka p = [p1, po, ..., pr] je enaka

pip1j + p2p2; + - -+ Paprj,
kar je ravno j-ta komponenta produkta pP. U
Regularne Markovske verige

Za Markovsko verigo re¢emo, da je reqularna, Ce je mozno iz vsakega
stanja priti v neko drugo stanje po konéno korakih. Ce je P matrika preho-
dov za Markovsko verigo, to pomeni, da mora imeti neka potenca matrike
P same nenicelne elemente.

IZREK. Ce je P matrika prehodov za Regularno markovsko verigo, potem

obstaja stohasticen vektor w = [wi,wa,. .., w,|, da velja
wl w2 e wr
. wl w2 e wr
lim P" =W =
n—oo
wl w2 e wr

Vektor w je edini stohasticen vektor, za katerega velja
wP =w
in za vsak stohasticen vektor p velja

lim pP" = w.

n—oo

DokAz. Predpostavimo najprej, da ima ze matrika P same nenicelne

elemente in oznaéimo ¢ = min, ;p;;. Naj bo z = [z1,29,...,2,]T polju-
ben vektor. OznaCimo mg = ming x in My = maxgx. Naj bo P’z =
[l‘gn), xgn) .. ,xin)]T in analogno ozna¢imo m,, = ming xggn) in M} = maxy xlgn).

Potem velja
my = Hlkin(pklim + praxa + -+ prry) 2> (1 — q)mo + gMo > mg
in podobno

M, = m]?X(PmSCl + praw2 + -+ prrwy) < (1 - q) Mo + gmo < M.
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Ce neenakosti odstejemo, dobimo
My —mo < (1—¢q)Mo + gmo — (1 — g)mo — ¢Mo = (1 — 2q) (Mo — mo).
7 indukcijo tako dobimo
mo <mp <mg < ---
Mo> My > My > ---
(My, —my) < (1 —2q)" (Mo — mo).

Zaporedji {m,} in {M,} torej konvergirata in imata isto limito. Vektorsko
zaporedje P™x torej konvergira proti vektorju, ki ima same enake elemente.
Vzemimo sedaj z = [0,...,0,1,0,...,0]7, kjer se 1 nahaja na i-tem mestu
in naj bo [w;,w;,...,w;]” limita zaporedja {P"x}. Ker je P"x ravno i-ti
stolpec matrike P", smo dobili Zeljen rezultat.

V splognem primeru naj bo N tak, da ima PV same nenicelne elemente
in naj bo ¢ minimalna vrednost elementov matrike PY. Analogno kot zgoraj
dobimo

Mni1 —mpg1 < (1 —2¢)(My —mn).
Naprej postopamo podobno.

Ker je lim,,—oo P* = W, dobimo enakost WP = W in zato wP = w.
Vektor w je stohasticen, saj je vsota po vrsticah vsake matrike P™ enaka 1
in enakost seveda velja tudi v limiti.

Naj bo sedaj p poljuben stohastic¢en vektor. Potem velja

lim pP" = pW = w.
n—oo
S tem smo izrek pokazali. O

PrIMER. Ucitelj ima zgolj tri majice - eno s sliko pujsa, drugo s sliko
opice in tretjo s sliko pti¢a. Ce ima na nek dan obleGeno majico s pti¢em, jo
bo naslednji dan znova oblekel z verjetnostjo 0.2, vsako izmed ostalih dveh
majic pa bo izbral z verjetnostjo 0.4. V primeru, da ima oble¢eno majico
pujsa ali opice, bo naslednji dan oblekel isto majico z verjetnostjo 0.1, majico
s pticem z verjetnostjo 0.5, tretjo majico pa z verjetnostjo 0.4.

Ce po vrsti oznacimo stanja z Sy (pujs), S (opica) in Sz (pti¢) je matrika
prehodov za markovsko verigo

0.1 04 0.5
P=104 01 05
0.4 04 0.2

Ker so vsi elementi matrike nenicelni, je matrika regularna. Stohasti¢en
vektor w = (w1, we,ws), za katerega velja wP = w dobimo tako, da resimo
sistem

0.1w1 + 0.4w2 + 0.4ws = wy
0.4wq 4+ 0.1wg + 0.4w3 = we
0.5w1 4 0.5wg + 0.2w3 = ws.
Ce upostevamo, da mora veljati w1 + ws + w3 = 1 in zato za ws vstavimo
1 — w1 — wo, takoj dobimo
4 5)

'LU]_:’U)QZE, w3:1—3
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Zgornji izrek nam pove, da matrike P™ konvergirajo proti matriki

4/13 4/13 5/13
W= [4/13 4/13 5/13
4/13 4/13 5/13.

Zgornji izrek nam pove, da matrike P™ konvergirajo proti matriki

4/13 4/13 5/13 0.31 0.31 0.38
W= [4/13 4/13 5/13| = [0.31 0.31 0.38
4/13 4/13 5/13 0.31 0.31 0.38

Za ilustracijo konvergence si poglejmo nekaj matrik P™, pri ¢emer rezultat
zaokrozimo na dve decimalki.

[0.37 0.28 0.35]
P?2=10.28 0.37 0.35
028 0.28 0.44]

[0.29 0.32 0.40]
P3=10.32 0.29 0.40
032 0.32 0.37]

[0.31 0.31 0.38]
P*= 1031 0.31 0.38].
0.31 0.31 0.39]

Prav tako po zgornjem izreku dobimo, da za kateri koli stohasticen vek-
tor p vektorji pP™ konvergirajo proti w. To pomenil, da ne glede na to,
katero majico ima na zacetni dan oble¢eno ucitelj, bo imel na dolgi rok
majico pujsa in opice bosta obleceno z verjetnostjo 14—3, majica ptica pa s
verjetnostjo %

Absorbirajoée Markovske verige

Imejmo Markovsko verigo s stanji S = {S1,S52,...,S5,} in matriko pre-
hodov P = [pijli,j=1,..r. Stanje Sy je absorbirajoce stanje, ¢e je py = 1. To
seveda pomeni, da so vse ostale prehodne verjetnosti py;, j # k, enake 0.
Ce torej proces pride v stanje Sy, tega stanja ne more ve¢ zapustiti.

Markovski proces je absorbirajoé, ¢e ima vsaj kaksno absorbirajoce sta-
nje, in ¢e lahko iz vsakega zacetnega stanja po konéno korakih pridemo v
vsaj kaksno absorbirajoce stanje. V absorbirajoc¢em procesu stanja, ki niso
absorbirajoca, imenujemo prehodna stanja.
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p3z =1

SLIKA 0.2. Primer absorbirajote Markovske verige

Vzemimo sedaj absorbirajo¢o Markovsko verigo s stanji S = S1,59,...,5,
in predpostavimo, da so S1, ..., .Sy, absorbirajoca stanja, stanja Sy, 11, ..., Sy
pa prehodna stanja. Matrika prehodov P ima torej obliko

I 0
P =
o)

kjer je I mxm identi¢na matrika, 0 m x (r—m) nic¢elna matrika, R (r—m)xm
matrika in @ (r —m) x (r — m) kvadratna matrika. Potenca P" je potem

oblike
n_ | I 0
-ls ol
kjer je R, primerna (r —m) X m matrika.

IZREK. Ce imamo absorbirajoco markovsko verigo se vsak markouvski
proces z verjetnostjo 1 zakljuci v absorbirajocem stanju.

Dokaz. Naj bodo S1,...,S,, absorbirajo¢a stanja, Sy,11, ..., S, preho-
dna stanja in
I 0
r=|n o
matrika prehodov. Za vsak k € {m +1,...,r} naj bo n; najmanjse stevilo

korakov, ki je potrebno, da proces, ki se pricne v Sy lahko doseze kaksno
absorbirajoce stanje. Ce je n = maxy, ny, lahko v n korakih iz katerega koli
stanja pridemo v neko absorbirajoce stanje. Ce je torej v n-tem koraku
proces v enem od prehodnih stanj, je verjetnost, da je v n+ 1 koraku proces
v enem od prehodnih stanj strogo manjsi od 1. Oznagimo to verjetnost s
q. Zato je verjetnost, da je proces v enem od prehodnih stanj v (n + [)-tem
koraku manjsa ali enaka ¢!. Ker je ¢ < 1, gre verjetnost, da je proces v enem
od absorbirajoc¢ih stanj, proti 1. O

Zgornji izrek je ekvivalenten izjavi, da gredo potence Q™ proti nicelni
matriki.
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TRDITEV. Matrika I — Q je obrnljiva in velja
IT-Q) '=T+Q+Q*+Q*+ -

DoOKAZ. Za obrnljivost moramo pokazati le, da 1 ni lastna vrednost
matrike (). Recimo, da je Qx = x. Potem velja Q"z = x in zato

x = lim Q"z =0.
n—oo

Oznacimo sedaj N inverz matrike I — Q. Velja

T-QU+Q+Q*+...+Q")=1-Q""!
in zato
I+Q+Q°+...+Q"=N(UI-Q"")=N-NQ"™".
V limiti dobimo
I+Q+Q*+...=N.
O

Matriko N = (I — Q)~! imenujemo fundamentalna matrika absorbi-
rajocega Markovske verige.

IZREK. Naj bo N = (I — Q)™ = [n;;]. Potem je n;; pri¢akovano stevilo
nahagang procesa v prehodnem stanju Sp,4;, Ce se proces priéne v stanju
Smti-

Dokaz. Predpostavimo, da se proces pri¢ne v stanju Sy,+; in fiksirajmo
7. Naj bo Xj slucajna spremenljivka, ki je enaka 1, ¢e je v k tem koraku
proces v stanju Sp,4; in 0, ¢e je v katerem drugem stanju. Pricakovana
vrednost nahajanj v stanju S,,1; do n-tega koraka je enaka
0 1
E(Xo+X1+...+ X0) = ¢ +4) +... 44,
(k)

;; oznacimo (i, j)-ti element matrike Q. V limiti torej dobimo ravno

E(X0+X1+) = Njj-

kjer z q

O

PoOSLEDICA. Pricakovano Stevilo potrebnih korakov, da se Markovski
proces, ki se pricne v prehodnem stanju Sp,yr, zakljucéi a nekem absorbi-
rajocem stanju, je enako vsoti elementov k-te vrstice matrike N.

Oznacimo sedaj Se
B = [b;j] = NR.
1ZREK. Verjetnost, da se Markovski proces, ki se priéne v prehodnem
stanju Sy 4k zakljuci v absorbirajocem stanju S;, je enaka by;.
DoxkAZ. Verjetnost, da se proces, ki se je pricel v stanju S,+; zakljuci
v stanju S je enaka

oo m—r m—r o0

Z Z qgﬁ)rkj = Z Z qglj)mfj = Znikrkj = b;j.
k=1

n=0 k=1 k=1 n=0
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PRrRIMER (Kockarjev propad). Dva igralca meceta kovanec. Ce pade cifra,
prvi igralec placa drugemu en evro, ¢e pade grb, pa drugi igralec prvemu
placa en evro. Predpostavimo, da imamo posSten kovanec in da ima prvi
igralec v zacetku tri evre, drugi pa dva evro. Igra se konca, ko eden od
igralcev izgubi ves svoj denar.

1/2 1/2 1/2 1/2
1/2 1/2 1/2

Poraz
1/2 Zmaga

SLIKA 0.3. Kockarjev propad

Matrika prehodov s staliS¢a prvega igralca, pri ¢emer smo obe stanja
pisali v vrstnem redu: Poraz, Zmaga, 1 Eur, 2 Eur, 3 Eur, 4 Eur, je enaka

1 0 0 0 0 0]
o 1 0 0 0 0
p_ /2 0 0 1/2 0 0
“lo o0 1/2 0 1/2 0
0 0 0 1/2 0 1/2
0 1/2 0 0 1/2 0
7, malo truda dobimo
1 -1/2 0 o 1" 8 6 4 2
el -2 —1/2 0 _1]6 12 8 4
N=(I-Q) = 0 -1/2 1 —1/2| “ 5|4 8 12 6
0 0o -1/2 1 2 4 6 8
in
8 6 4 2][1/2 o 4 1
116 12 8 4/ |0 0 113 2
B=NEg 514 8 12 610 0| 512 3
2 4 6 8|0 1/2 1 4

Pri¢akovano stevilo metov kovanca, da se igra konca, je 6 = (44+8+12+6)/5,
prvi igralec pa bo igro dobil z verjetnostjo 3/5 in izgubil z verjetnostjo 2/5.



