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Predgovor

Zbirko nalog, ki jo imate pred sabo, sestavljajo reseni kolokviji in izpiti, ki so jih pisali
Studenti prvega letnika Studijske smeri Finan¢na matematika na UL FMF v studijskih
letih 2008/2009 do 2013/2014, ko sem na tej smeri vodila vaje pri predmetu Diskretna
matematika 1.

Studenti matematike imajo Zze nekaj ¢asa na voljo odliéno zbirko nalog Teorija grafov
in kombinatorika avtorjev Martina Juvana in Primoza Poto¢nika (DMFA zaloznistvo,
Ljubljana, 2000). Studenti finanéne matematike imajo predmet Diskretna matematika 1
ze v prvem letniku studija, zato se je izkazalo, da bi jim pri Studiju prisla prav se kaksna
zbirka lazjih nalog. Upam, da jim bo pri¢ujoca zbirka v pomoc¢ pri pripravi na kolokvije
in izpite.

Arjana Zitnik

Ljubljana, marec 2016
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1. kolokvij iz DISKRETNE MATEMATIKE 1
19. november 2008

1. Ali je graf na sliki regularen, dvodelen, Eulerjev, Hamiltonov, ravninski? Koliko
najmanj potez potrebujemo, da ga nariSemo? (24-5+3+6+10-+4 tock)

S

1 2

2. Ali je kateri od spodnjih grafov izomorfen grafu iz 1. naloge? V primeru, da je
izomorfen, izomorfizem tudi zapisite. (10410 tock)

3. Graf Py je pot na 4 tockah. Pri P,-risanju grafa so vse poteze poti P,. Natan¢neje:
vsaka povezava grafa pripada natanko eni potezi - poti Pj. (10415 tock)

a) Ali obstaja Pj-risba grafa G ?
b) Ali obstaja Py-risba grafa Gy ?

P,

4. Za enostavne neusmerjene grafe pokazite ali ovrzite: (25 tock)

a) Vsak dvodelen Eulerjev graf ima sodo stevilo povezav.

b) Vsak Eulerjev graf s sodo tockami ima sodo stevilo povezav.



2. kolokvij iz DISKRETNE MATEMATIKE 1
14. januar 2009

1. Za spodnja grafa dolocite njuni barvnosti. (10415 tock)

2. Andrej in Bojan imata 6 bankovcev po 50 denot in 4 bankovce po 100 denot. Na
koliko nacinov si jih lahko razdelita tako, da

(a) vsak dobi vsaj en bankovec?
(b) vsak dobi enako stevilo bankovcev?

(c) vsak dobi enak znesek?

3. Domina je sestavljena iz dveh delov, na vsakem delu je lahko nekaj pik (od 1 do n),
ali pa je prazen. V kompletu domin so vse mozne razlicne domine.

(a) Koliko domin je v kompletu domin?

(b) Na koliko naé¢inov lahko iz kompleta domin izberemo dve domini, da se bosta
na enem delu ujemali?

Na obe vprasanji najprej odgovorite za splosen n in nato Se izracunajte za n = 6.
(10415 tock)

4. Poiscite vse reSitve rekurzivne enacbe
Gpi3 — 3Apt1 — 2a, = 0,

ki zado$cajo zacetnim pogojem ag =0, a; = 1 in ay = 5. (25 tock)
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1. izpit iz DISKRETNE MATEMATIKE 1
9. februar 2009

1. Za graf na spodnji sliki dolocite njegove lastnosti. (5+7+6+ 745 =30 tock)

(a) Ali je Eulerjev? Koliko najmanj potez potrebujemo, da ga narisemo?
(b

) Ali je Hamiltonov?
(c) Ali je ravninski?
()

)

d

(e) Ali je sebi komplementaren?

Dolocite njegovo barvnost.

2. Naj bo G = (V, E) enostaven graf na 20 tockah. Naj za poljubni tocki u,v € V
velja d(u) + d(v) > 19. Pokazite, da je graf G povezan. (20 tock)

3. Na koliko nacinov lahko ploskve igralne kocke pobarvamo z rdeco, modro in zeleno

barvo, ce
(a) ni nujno, da uporabimo vse tri barve? (10 tock)
(b) uporabimo vse tri barve? (15 tock)

Opomba: celo ploskev pobarvamo z isto barvo in vedno pobarvamo vseh 6 ploskev.

4. Koliko je nenegativnih celih $tevil, manjsih od 10°, pri katerih so (desetiske) stevke
od leve proti desni urejene nepadajoce? (25 tock)
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2. izpit iz DISKRETNE MATEMATIKE 1
18. februar 2009

1. Za graf na spodnji sliki dolocite njegove lastnosti. (5+6+ 6+ 8 =25 tock)
(a) Ali je Eulerjev? Koliko najmanj potez potrebujemo, da ga nariSemo?
(b) Ali je Hamiltonov?
(c) Ali je ravninski?
)

(d) Dolocite njegovo barvnost.

2. Poiscite vsa samokomplementarna drevesa. (20 tock)

3. Na koliko nacinov lahko (54104 5+ 5+ 10 = 35 tock)

(a) stevilo n zapisemo kot vsoto treh nenegativih celih §tevil, ¢e je vrstni red
sumandov pomemben?

(b) stevilo n zapisemo kot vsoto treh nenegativih celih stevil, ¢e vrstni red suman-
dov ni pomemben?

(c) stevilo 7" zapiSsemo kot produkt treh faktorjev, ¢e je vrstni red faktorjev
pomemben?

(d) stevilo 7" zapisemo kot produkt treh faktorjev, ¢e vrstni red faktorjev ni
pomemben?

Vse naloge najprej resite za sploSen n in potem izracunajte Se za n = 15.

4. Poiscite vse reSitve rekurzivne enacbe
2an—l—?) = Qp42 + 2an+1 — Qp,

ki zados¢ajo zacetnim pogojem ag =0, a; = 1 in as = 2. (20 tock)

12



3. izpit iz DISKRETNE MATEMATIKE 1
14. september 2009

1. Za graf na spodnji sliki dolocite njegove lastnosti. (7+ 8+ 10 = 25 tock)
(a) Ali je Hamiltonov?
(b) Ali je ravninski?

(c) Dolocite njegovo barvnost.

2. Naj bo G = (V, E) povezan ravninski graf na 15 tockah, v katerem imajo vse tocke
stopnjo 5 ali 6. Koliko toc¢k ima stopnjo 5 in koliko tock ima stopnjo 67 Ce je
moznih veé resitev, poiscite vse resitve. (25 tock)

3. Koliko je dvojiskih zaporedij dolzine 8, ki imajo sodo $tevilo enic (torej 0,2,4,6,8)7
(20 tock)

4. Na koliko nac¢inov lahko zlozimo na kupcek n zetonov rdece, bele in modre barve,
¢e nikoli ne polozimo dveh rdecih Zetonov zaporedoma? (30 tock)

13



kolokvij iz DISKRETNE MATEMATIKE 1
18. november 2009

. Koliko je zaporedij dolzine 20 iz nicel in enic, ¢e (104-10+10 tock)

(a) se zaporedje zacne z 10 in konc¢a z 017
(b) se zaporedje zacne z 10 in se ne konca z 017

(c) se zaporedje zacne z 10 ali se konca z 017

Na koliko nac¢inov lahko iz standardnega paketa 52 kart izvlecemo 6 kart, da bodo
3 karte ene barve in 3 karte druge barve? (20 tock)

Na koliko nac¢inov lahko zapisemo (12413 tock)
(a) stevilo 2310 kot produkt dveh faktorjev, vecjih od 1 (vrstni red faktorjev ni
pomemben)?

(b) stevilo p = pips---p, kot produkt dveh faktorjev, vecjih od 1 (vrstni red
faktorjev ni pomemben), ¢e so py, po,. .., p, sama razlicna prastevila?

.V mnozici A je 10 dvomestnih stevil. Pokazite, da obstajata dve taksni disjunktni

podmnozici mnozice A, da je vsota Stevil iz ene podmnozice enaka vsoti Stevil iz
druge podmnozice.
Namig: koliko najve¢ lahko dobimo, ¢e sestejemo 10 dvomestnih Stevil? (25 tock)

14



2. kolokvij iz DISKRETNE MATEMATIKE 1
13. januar 2010

1. (20 tock) Ali obstaja dvodelen graf G, za katerega velja 0(G) + A(G) > |V(G)|?

2. (2+54+3+8+8+4 =230 tock) Ali je graf na sliki regularen, dvodelen, Eulerjev,
Hamiltonov, ravninski? Koliko najmanj potez potrebujemo, da ga narisemo?

3. (25 tock) Studenti organizirajo tekmovanje v igranju igrice §tiri v vrsti. Na tek-
movanje se je prijavilo 10 kandidatov. V predtekmovanju naj bi se vsak kandidat
pomeril s Stirimi drugimi.

(a) Ali je taksno predtekmovanje mogoce izvesti?

(b) Ali lahko to storimo tako, da ni nobene trojice, v kateri bi igral vsak igralec z
vsakim?

Opisite, kako bi problem predstavili z grafi in ga resite na ta nacin.

4. (25 tock) Poiscite vse resitve rekurzivne enacbe
(pi3 — T(Qpyo + 15a,11 — 9a, =0,

ki zadoscajo zacetnim pogojem ag = 0, a; = 4 in ay = 28.

15



izpit iz DISKRETNE MATEMATIKE 1
9. februar 2010

Izmed stevil —5, —4, -3, —2, —1, 1,2, 3,4 izberemo 8§tiri Stevila (vrstni red ni pomem-
ben). Na koliko nac¢inov lahko to storimo, ¢e vrstni red stevil ni pomemben in

(a) so vsa Stevila so razli¢na po absolutni vrednosti?

(b) vsako stevilo izberemo najve¢ trikrat?

(c) so vsa §tevila razli¢na, njihov produkt pa je negativen?

Na koliko nacinov lahko v ravnini pridemo od tocke (1,2) do tocke (5,9), ce se na
vsakem koraku lahko premaknemo ali za 1 v desno ali za 1 navzgor? Kaj pa, ce
iskana pot ne vsebuje podpoti (2,2) — (3,2) — (4,2) — (4,3)7

Kateri izmed grafov na spodnji sliki so izomorfni? Ce sta dva grafa izomorfna,
zapisite izomorfizem in utemeljite, da je to res izomorfizem. Ce nista izomorfna,
utemeljite, zakaj ne.

4 G, 3 d G, c D C
7 g G
8 h
6 f F
5 e E
1 2 a b Al B

4. Koliko najmanj tock ima enostaven povezan ravninski graf, ¢e ga v ravnini lahko

narisemo tako, da ima 53 lic, vsako od lic pa ima na robu najmanj 5 povezav?

16



2. izpit iz DISKRETNE MATEMATIKE 1
17. februar 2010

1. (T+7+7+4 = 25 tock) Iz kompleta 52 kart izberemo 13 kart (vrstni red ni
pomemben). Na koliko na¢inov lahko to storimo, ¢e

(a) nobeni dve karti nimata iste vrednosti?

(b)

(¢)
)

(d) izberemo vsaj 10 kart iste barve?

ne izberemo nobenega asa?

izberemo natanko 10 kart iste barve?

2. (25 tock) Koliko razliénih besed dolzine 9 lahko sestavimo iz ¢rk besede SLOVENIJA,

ce

(a) ni nobenih omejitev?

(b) nobena dva samoglasnika ne smeta biti sosednja?
Opomba: soglasnika sta lahko sosednja!

3. (24+3+10+10 = 25 tock) Ali je graf na sliki regularen, Eulerjev, ravninski? Koliksna
je njegova barvnost?

4. (25 tock) Poiscite Hamiltonov graf na osmih tockah, ki je izomorfen svojemu kom-
plementu.

17



3. izpit iz DISKRETNE MATEMATIKE 1
16. september 2010

1. (747416 = 30 tock) Koliko besed lahko sestavimo iz ¢rk besede MATEMATIK, ¢e

(a) ni nobenih dodatnih omejitev?
(b) se oba M-ja pojavita zaporedoma?

(c) se dve enaki ¢rki ne smeta pojaviti skupaj?

2. (20 tock) Poiscite splosno resitev rekurzivne enacbe

Ynio +6Yni1 + 9y, =2"+n  (n>0).

3. (245+34+104+10 = 30 tock) Ali je graf na sliki regularen, dvodelen, Eulerjev, ravnin-
ski? Koliksna je njegova barvnost?

4. (6+7+7 = 20 tock) Naj bo G graf na 6 tockah. Koliko je najmanjse in koliko
najvecje stevilo povezav, ki jih G lahko ima, ce

(a) ni nobenih dodatnih omejitev?
(b) je G povezan?

(¢) G ni povezan?

18



kolokvij iz DISKRETNE MATEMATIKE 1
24. november 2010

(10410 tock) Ob zelezniski progi je k postaj. Koliko razliénih vozovnic je treba
pripraviti, da jih bodo imeli na razpolago za vse relacije (v obe smeri)? Kaj pa, ¢e
se mora vsak potnik peljati vsaj dve postaji?

(10410410 tock) Koliko je n-mestnih desetiskih stevilk, ki vsebujejo

(a) natanko eno enko?
(b) natanko dve enki?

(c) vsaj dve enki?

(5420 tock) V zaboju je 5 rdecih, 5 modrih in 10 zelenih Zog. Na koliko nac¢inov
lahko iz tega kupa izberemo

(a) 4 zoge?
(b) 12 zog?

Opomba: zog iste barve med sabo ne lo¢imo.

(25 tock) Naj bo n liho stevilo in {p1,ps,...,pn} = {1,2,...,n}. Pokazite, da je
(pr=1)(p2—2)...(pn—n)

sodo §tevilo.

19



2. kolokvij iz DISKRETNE MATEMATIKE 1
12. januar 2011

1. (25 tock) V skupini 10 ljudi vsak pozna natanko 3 ljudi. Ali se lahko posedejo za
okroglo mizo tako, da vsak sedi zraven dveh, ki ju Se ne pozna?

Opisite, kako bi problem predstavili z grafi in ga resite na ta nacin.

2. (5410410 tock) Za vsakega od grafov na spodnji sliki dolo¢ite njegove lastnosti.

(a) Ali ima Eulerjev obhod? Koliko najmanj potez potrebujemo, da ga nariSemo?
(b) Ali je Hamiltonov?
(c) Ali je dvodelen?

7 6 7 6
8 5 8 5
9 4 9 4
3 3
] 2 ! 2
(A) (1)
7 6 7 6
8 5 8 5
9 4 9 4
3 3
! 2 ! 2
(©) (D)

3. (25 tock) Kateri izmed grafov iz prejinje naloge so izomorfni? Ce sta dva grafa
izomorfna, zapisite izomorfizem in utemeljite, da je to res izomorfizem. Ce nista
izomorfna, utemeljite, zakaj ne.

4. (25 tock) Koliko je nizov dolzine n iz znakov 0, 1,2, 3, pri katerih se 3 nikoli ne
pojavi za 07 Primer: niz 331102 je ustrezen, niz 201133 pa ne. Zapisite ustrezno
rekurzivno enacho in jo resite.

20



1. izpit iz DISKRETNE MATEMATIKE 1
3. februar 2011

1. (25 tock) Koliko Sestmestnih stevil ima liho stevilo lihih stevk?

2. (25 tock) V kvadratu s stranico 1000 je 4049 okroglih Zetonov s premerom 1.
Pokazite, da je v kvadratu pravokotnik velikosti 10 x 20, ki ima prazen presek z
vsakim izmed Zetonov.

3. (1045410 tock) Ali je graf G na sliki ravninski? Ali je samokomplementaren?
Koliksna je njegova barvnost?

4. (T+6+6+6 tock) Dokazite ali ovrzite.
(a) Komplement Hamiltonovega grafa je tudi Hamiltonov.
(b)
(¢)

)

(d) Komplement Eulerjevega grafa, ki ima liho stevilo tock, je tudi Eulerjev.

Komplement grafa, ki ni Hamiltonov, je Hamiltonov.

Komplement Eulerjevega grafa, ki ima sodo Stevilo tock, je tudi Eulerjev.

21



2. izpit iz DISKRETNE MATEMATIKE 1
17. februar 2011

1. Koliko je stevil med 1 in 1000000, ki niso niti popolni kvadrati niti popolni kubi?

2. Na koliko nac¢inov lahko izberemo tri stevila iz mnozice {1,2,...,100} tako, da bo
njihova vsota deljiva z 2 (vrstni red izbire ni pomemben, veckrat lahko izberemo
isto stevilo)?

3. Ali je graf G na sliki ravninski? Ali ima Hamiltonov cikel? Koliksna je njegova
barvnost?

4. Dokazite ali ovrzite.

(a) Naj bo G enostaven graf na 25 tockah. Ce ima G 24 povezav in ni povezan,
potem vsebuje cikel.

aj bo GG enostaven graf na ockah. Ce ima povezav in ni povezan,
b) Naj bo GG t f na 25 tockah. C G 23
potem vsebuje cikel.
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izpit iz DISKRETNE MATEMATIKE 1
5. september 2011

(20 tock) Na obisk je prislo 5 prijateljev, doma pa imamo 4 razli¢ne vrste soka. Na
koliko nac¢inov lahko prijateljem natocimo sok, ¢e vsak od prijateljev dobi en kozarec
soka in vsake vrste sok uporabimo vsaj enkrat?

. (30 tock) Koliko razliénih zaporedij lahko sestavimo iz ¢rk

D,I,S,K,R,E,T,N,A, M,A,T,E,M,A,T,I,K,A?

Koliko od teh zaporedij vsebuje besedo MATEMATIK A? Koliko jih ne vsebuje
niti besede DISKRETN A niti besede MATEMATIK A?

(25 tock) Ali je graf Gy na sliki ravninski? Ali ima Hamiltonov cikel? Koliksna je
njegova barvnost? Ali je graf GGy izomorfen grafu Gs?

\ 7
[

G, G,

4. (25 tock) Trdnjavo postavimo na sahovnico velikosti 8 x 8 na levo spodnje vogalno

polje. Ali lahko obis¢e vsako polje Ssahovnice natanko enkrat in kon¢a v desnem
gornjem vogalnem polju? Zapisite kot problem teorije grafov in ga resite.

Opomba: trdnjavo lahko premikamo le vodoravno in navpicno; vsako polje, ez
katerega gremo pri premiku, Stejemo za obiskano.
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1. kolokvij iz DISKRETNE MATEMATIKE 1
23. november 2011

1. (25 tock) Na izpitu je bilo 5 nalog, izpit pa so opravili studenti, ki so pravilno resili
vsaj dve nalogi. Na izpit je prislo 32 studentov, opravilo pa ga je 18 studentov.

(a) Koliko nalog so v najboljsem primeru resili vsi studenti skupaj?

(b) Koliko nalog so v najslabsem primeru resili vsi tudenti skupaj?

(c) Pokazite, da je bila vsaj ena od nalog na izpitu taksna, da jo je pravilno resilo
vsaj 8 Studentov.

(d) Pokazite, da je bila vsaj ena od nalog na izpitu taksna, da jo je pravilno resilo
najvec 20 studentov.

2. (20 tock) Na koliko na¢inov lahko v ravnini pridemo od tocke (0,0) do tocke (8, 10),
¢e po poti naredimo natanko tri korake dolzine v/2 v smeri (1,1), pri vseh ostalih
korakih pa se premaknemo za 1 v smeri (1,0) ali (0,1)?

3. (30 tock) V predavalnici sta dve vrsti sedezev, v vsaki vrsti je po 8 sedezev. Preda-
vanja obiskuje 14 studentov. Na koliko na¢inov se lahko posedejo v predavalnico, ¢e
Andreja, Bojan, Cvetka, Damjana in Edo vedno sedijo v prvi vrsti, Franci, Gorazd,
Hana in Iva pa vedno sedijo v drugi vrsti?

4. (25 tock) Na koliko nac¢inov lahko posedemo 3 (porocene) pare okoli okrogle mize?
Kaj pa, ¢e moz in zena nikoli ne sedita skupaj? Drugi del naloge resite s pomocjo
pravila vkljucitev in izkljucitev.

Opomba: pri nalogah z okroglo mizo je pomemben le relativen polozaj ljudi (koga
ima vsak na levi in na desni), ne pa, na katerem sedezu sedi.

24



kolokvij iz DISKRETNE MATEMATIKE 1
30. januar 2012

. Na koliko nacinov lahko pokrijemo Sahovnico velikosti 2 x n s ploscicami velikosti

2 x 1 in 2 x 2 (ploscice lahko obra¢amo)? Zapisite in resite rekurzivno enacbo.

. Poiscite zaporedje (a,), ki ima rodovno funkcijo

1 x?

A= ey T2

Koliko je ag?

Polni tridelni graf K,,, ,, m,n,p > 1, vsebuje m rdecih, n ¢rnih in p modrih tock.
Dve tocki grafa K, ., sta sosednji natanko tedaj, ko sta razlicne barve.

(a) Ali K23 vsebuje Hamiltonov cikel? Kaj pa K947

(b) Ali je graf K o5 ravninski? Kaj pa K237

(c) Koliksna je barvnost grafa K547

Na nekem Sahovskem turnirju je sodelovalo Sest Sahistov. Vsak je odigral bodisi dve,
bodisi tri partije. Skupaj so odigrali osem partij. Koliko sahistov je odigralo po dve
partiji? Predstavite vprasanje kot problem teorije grafov in ga resite. Narisite tudi
vse neizomorfne grafe, ki predstavljajo resitev naloge. Jasno utemeljite, zakaj ti
grafi niso izomorfni, in da niste na nobenega pozabili.
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1. izpit iz DISKRETNE MATEMATIKE 1
2. februar 2012

1. Koliko je razliénih permutacij mnozice {1,2,...,7}, ki imajo natanko tri cikle?

2. Na koliko razli¢nih nacinov lahko preuredimo ¢rke imena LAPPEEN RANT A tako,
da

(Lappeenranta je mesto na Finskem.)

3. Za malico bi si radi kupili sendvi¢, ki stane n centov. Imamo polno denarnico
kovancev po 1 cent in po 2 centa (vsakih ve¢ kot n). Na koliko nac¢inov lahko
placamo sendvic

(a) v trgovini, kjer izro¢imo ves denar naenkrat?

(b) na avtomatu, kamor vstavljamo kovance zaporedoma? Nasvet: zapisite us-
trezno rekurzivno enacbo in jo resite.

4. Graf G je predstavljen na spodnji sliki.

(a) Ali dvodelen? Ali je Hamiltonov?

(b) Ce grafu G dodamo po eno od povezav ac, ad, be ali bd, dobimo grafe Gy, Gy,
G3 oziroma (4. Kateri izmed dobljenih grafov so izomorfni?

(c) Ali je kateri izmed grafov Gy, Gy, G5 in G4 Hamiltonov?

Q o, O O Q
aQ o, O O QC
bO O O O Od
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izpit iz DISKRETNE MATEMATIKE 1
17. februar 2012

Na koliko na¢inov lahko iz mnozice {1,2,...,100} izberemo tri stevila tako, da bo
njihova vsota deljiva s 37

Na koliko nac¢inov si lahko Janko, Metka in ¢arovnica razdelijo pomaranco, hrusko,
slivo, breskev, marelico in Sest jabolk? Kaj pa, ¢e vsak dobi vsaj en sadez?

Z uporabo rodovnih funkcij resite rekurzivno enacbo a,, — 2a, = 2" za ay = 2.

Imamo 8 domin s pikami (1 :6), (2:3),(2:4), (2:5), (2:6), (3:5), (4:5) in
(4 : 6). Zlagamo eno poleg druge tako, da imata sosednji domini isto stevilo pik na
polovici, kjer se dotikata (na primer (6 : 2)(2:3)(3:5)...). Ali lahko vseh 8 domin
razporedimo v ravno vrsto? Ali jih lahko razporedimo v pravokotnik? Predstavite
vprasanji kot problema teorije grafov in ju resite. Ali je dobljeni graf ravninski?
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3. izpit iz DISKRETNE MATEMATIKE 1
5. september 2012

1. Na koliko nacinov lahko damo 24 razlicnih predmetov v 3 razlicne skatle, ¢e damo
v eno od skatel natanko 16 predmetov? Kaj pa, ¢e so Skatle enake?

2. Koliko je matrik dimenzije 3 x 3 iz elementov 0,1,...,9, ki nimajo nobene nicelne
vrstice in nobenega nicelnega stolpca?

3. Za vsakega od grafov na spodnji sliki poiscite njegovo barvnost. Kateri izmed njih
so ravninski? Kateri pari grafov so med seboj izomorfni?

FEID

4. Graf G je hipo-Hamiltonov, ¢e ni Hamiltonov, vendar je G — v Hamiltonov za vsak
v e V(G).

(a) Pokazite, da je Petersenov graf hipo-Hamiltonov.

(b) Pokazite, da je A(G) < (n—1)/2, ¢e je G hipo-Hamiltonov graf.
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kolokvij iz DISKRETNE MATEMATIKE 1
5. december 2012

.V skupini je 10 parov. Na koliko na¢inov lahko izmed njih izberemo 5 ljudi, ce

(a) med njimi ni nobenega para?
(b) sta med njimi vsaj dva para?

(c) sta med njimi to¢no dva para?

. Na koliko nac¢inov lahko med 4 otroke razdelimo 6 ¢okolad, 5 piskotov in 3 bonbone?

Kaj pa, ¢e vsak otrok dobi vsaj eno od sladkarij? Vse sladkarije iste vrste so enake.

Studenti 1. letnika imajo v predmetniku 8 predmetov, vse ure posameznega pred-
meta se izvajajo na isti dan (v blokih). Na koliko na¢inov lahko sestavljalec urnika
razdeli predmete po dnevih (ponedeljek, torek, sreda, cetrek, petek) tako,

(a) da bodo studenti vsak dan imeli vsaj en predmet?

(b) da bodo studenti vsaj en dan prosti?

(¢) da bodo v petek imeli na urniku manj predmetov kot v torek?

Opomba: dolo¢eno je samo, kateri predmeti bodo na posamezen dan, ne pa tudi
njihov vrstni red.

Naj bo A mnozica moci 18, njeni elementi pa soda Stevila med 2 in 500. Pokazite,
da ima mnozica A vsaj dve podmnozici moci 3 z isto vsoto elementov.

29



kolokvij iz DISKRETNE MATEMATIKE 1
24. januar 2013

5

. Poiséite koeficient pri z'° za

x4+ 227 . :(1—1—21‘)4
f(SL’)— (1—[15)6 g( ) (1—[L’)6 .

Naj bo a, stevilo n-mestnih stevilk iz stevk 1,2, 3,4, 5,6, 7, pri katerih se sode stevke
ne pojavijo zaporedoma. Izracunajte ai,as in as. ZapiSite rekurzivno enacbo, ki ji
ustreza zaporedje (a,), in jo resite.

Naj bo a naravno stevilo in M, mnozica vseh naravnih Stevil, ki delijo stevilo a.
Definirajmo graf GG, takole: tocke grafa G, so elementi mnozice M,, tocki x in y
pa sta povezani natanko tedaj, kadar obstaja tako prastevilo p, da velja x = py ali

(a) Cim lepse narisite graf Ggo.
(

)

b) Poiscite njegovo barvnost

(c) Ali je Ggo ravninski graf?
)

(d) Ali Ggy vsebuje Hamiltonov cikel?

Ali obstaja povezan graf na 8 tockah, ki je izomorfen svojemu komplementu in
vsebuje natanko dve tocki stopnje 67 Ce obstaja, koliko povezav in tock ima, kaksne
so stopnje tock?
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izpit iz DISKRETNE MATEMATIKE 1
1. februar 2013

(30 tock) Na koliko na¢inov lahko 9 (razliénih) igra¢ razdelimo med 4 otroke, ¢e
(a) najmlajsi dobi 3 igrace, ostali pa po dve igraci?
(b) vsak dobi vsaj eno igraco?

(¢) nihée ne dobi vec kot 4 igrace?

. (20 tock) Naj bo n naravno §tevilo in S C {1,2,...,2n} mnozica moci n + 1.

Pokazite, da v S obstajata dve Stevili, katerih vsota je enaka 2n + 1.

(25 tock) Na koliko nac¢inov lahko pokrijemo sahovnico velikosti 2 x n s plos¢icami
velikosti 2 x 1 in 2 X 2, ¢e so ploscice 2 x 1 stirih razlicnih barv, ploscice 2 x 2
pa petih razlicnih barv? Zapisite in reSite rekurzivno ena¢bo. Opomba: ploscice
velikosti 2 x 1 lahko postavljamo na Sahovnico pocez ali vzdolz sahovnice.

. (25 tock) Naj bo 1 <n < m. Za katere m,n je graf K, ,

(a) Eulerjev?
(b) ravninski?

(c) Hamiltonov?
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izpit iz DISKRETNE MATEMATIKE 1
14. februar 2013

(20 tock) Student mora na izpitu rediti vsaj sedem od desetih nalog. Na koliko

. (30 tock) Na koliko nacinov lahko zberemo 24 EUR od stirih otrok in Sestih odraslih,

ce

(a) naj vsaka oseba da vsaj 1 EUR?
(b) naj vsaka oseba da vsaj 1 EUR in Janezek ne da ve¢ kot 4 EUR?

(c) naj vsaka oseba da vsaj 1 EUR in lahko vsak otrok da najve¢ 4 EUR, vsak
odrasel pa najve¢ 7 EUR 7

(25 tock) Z uporabo rodovnih funkcij resite rekurzivno enacbo a,, —3a,_; = 5-3"!
za ag = 2.

(25 tock) Poiscite povezan enostaven graf G na 6 tockah oziroma pokazite, da ne
obstaja:

(a) G ni dvodelen, G ni dvodelen.
(b) G je dvodelen, G je dvodelen.
(c) G je ravninski, G je ravninski.
(d) G ni ravninski, G' ni ravninski.
)

(e) G je povezan.
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3. izpit iz DISKRETNE MATEMATIKE 1
27. avgust 2013

1. Koliko razlicnih podgrafov, izomorfnih ciklom, ima graf Kg?

2. Koliko je nizov dolzine 5 iz ¢rk slovenske abecede, ki vsebujejo vsaj en A, vsaj en
O in vsaj en R?

3. Naj bo a, stevilo nizov dolzine n, ki jih lahko sestavimo iz nizov 0,01,011,111. Na
primer, ay = 9, ker lahko sestavimo 9 nizov dolzine 4:
0,0,0,0 — 0000,

0,0,01 — 00001,

0,01,0 — 0010,

01,0,0 — 0100,

01,01 — 0101,

0,011 — 0011,

011,0 — 0110,

111,0 — 1110,

0,111 — 0111.

Zapisite rekurzivno enacbo za a, in jo resite.

4. Dolocite lastnosti grafa G iz spodnje slike.
(a) Ali je ravninski?
(b) Koliksna je njegova barvnost?

(c) Ali je izomorfen svojemu komplementu?
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kolokvij iz DISKRETNE MATEMATIKE 1
27. november 2013

(20 tock) Koliko je Sestmestnih desetiskih stevilk z vsoto stevk enako 517

(30 tock) Na koliko na¢inov lahko med 3 studente razdelimo 13 razlicnih knjig, ¢e
vsak dobi vsaj eno knjigo? Kaj pa, ¢e vsak dobi vsaj dve knjigi?

Nasvet: uporabite pravilo vkljucitev in izkljucitev.

(25 tock) Trgovski potnik obisce 4 mesta, vsako natanko 5-krat. Na koliko nac¢inov
lahko to stori

(a) brez dodatnih omejitev?

(b) ¢e zacne in konca v istem mestu?

(c) ¢e mesti A in B vedno obisce zaporedoma (lahko v razlicnem vrstnem redu)?

Opomba: potovanje trgovskega potnika opisemo z zaporedjem krajev, ki jih obisce;
isti kraj lahko obisce tudi dvakrat zaporedoma.

(25 tock) Naj bo n naravno stevilo in A C {1,2,...,3n} mnozica moci n + 1.
Z uporabo Dirichletovega nacela pokazite, da v A obstajata dva elementa, ki se
razlikujeta najmanj za n in najvec za 2n.
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kolokvij iz DISKRETNE MATEMATIKE 1
21. januar 2014

(25 tock) Oznacimo z a,, Stevilo na¢inov, na katere lahko razdelimo n bonbonov med
5 otrok tako, da vsak otrok dobi vsaj dva bonbona (bonboni so vsi enaki).

(a) Poiscite rodovno funkcijo zaporedja (ay,).

(b) Poiscite eksplicitno formulo za a,, n > 0.

(c) Koliko je aszo?

(20 tock) Oznacimo z a, Stevilo nacinov, na katere lahko pokrijemo sahovnico ve-
likosti 1 X n s plos¢icami velikosti 1 x 1, 1 x 2 in 1 X 3, ¢e so ploscice velikosti 1 x 1
in 1 x 2 dveh razlicnih barv, ploscice velikosti 1 x 3 pa treh razlicnih barv.

(a) Poiscite ag, aj, as in as.

(b) Zapisite in resite rekurzivno enacbo za zaporedje (a,,).

(30 tock) Ali sta grafa na spodnji sliki izomorfna? Za vsakega od njiju odgovorite
Se na naslednja vprasanja.

(a) Ali je graf Hamiltonov?
(b) Ali je ravninski?

(c) Poiséite njegovo barvnost.

4. (25 tock) Naj bo G povezan graf na 7 vozlisécih. Koliko je najmanjse in koliko

najvecje stevilo povezav, ki jih G lahko ima, ce

(a) je ravninski?
(b) ni ravninski?

(c) je ravninski in imajo vsa vozlis¢a stopnjo najmanj tri?
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izpit iz DISKRETNE MATEMATIKE 1
7. februar 2014

(25 tock) Na izbiro imamo 10 vrst razglednic, vsake vrste razglednic je na razpolago
neomejeno Stevilo. Na koliko nacinov lahko posljemo razglednice petim prijateljem,
ce

(a) zelimo poslati vsakemu prijatelju natanko eno razglednico?

(b) zelimo poslati same razli¢ne razglednice, pri ¢emer dobi vsak prijatelj natanko
eno razglednico?

(c) zelimo, da vsak prijatelj prejme natanko dve razli¢ni razglednici (razliéni pri-
jatelji lahko prejmejo enake razglednice)?

(d) zelimo poslati vsakemu prijatelju vsaj eno razglednico, vendar nobenemu dveh
ali ve¢ enakih?

. (25 tock) Koliko besed lahko sestavimo iz ¢rk A,A,B,B,C,C,C tako, da v nobeni

besedi ¢rka A ni hkrati na 1. in 2. mestu, B ni na 3. mestu in C ni hkrati na 4. in
5. mestu?

(20 tock) Poiscite zaporedje (ay,), ki ima rodovno funkcijo

_m—3+ T
S 2r-3  (z-2)%

A(x)

Koliko je ag?

. (30tock) Cim lepse narisite grafe Cs, Cy, Cs in Cj.
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izpit iz DISKRETNE MATEMATIKE 1
14. februar 2014

. Koliko je permutacij stevk 0,1,...,9, pri katerih

(a) je na prvem mestu liha $tevka, na zadnjem mestu pa ena od 1,2,3,4,57

(b) 0 ni na prvem mestu in 9 ni na zadnjem mestu?

. Za 10 gostov je na voljo 7 vrst sokov. Na koliko nacinov lahko gostom natoc¢imo

vsakemu en kozarec soka, ¢e uporabimo natanko stiri vrste sokov?

. Oznacimo z a,, Stevilo podmnozic mnozice {1,...,n}, pri katerih se poljubna dva

elementa razlikujeta vsaj za 4.

(a) Dolocite ay, ..., ar.
(b) Pois¢ite ¢im enostavnejso rekurzivno zvezo, ki ji zadoscajo ¢leni zaporedja (ay,).

(¢) S pomocjo rekurzivne zveze iz tocke (b) poiséite rodovno funkcijo zaporedja

(an).

. Ali sta grafa na spodnji sliki izomorfna? Za vsakega od njiju odgovorite Se na

naslednja vprasanja.

(a) Ali je graf Hamiltonov?
(b) Ali je ravninski?

(c) Poiscite njegovo barvnost.
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izpit iz DISKRETNE MATEMATIKE 1
26. avgust 2014

. Na koliko nacinov lahko postavimo v vrsto 3 rdec¢e, 4 modre in 5 zelenih kroglic

tako, da bodo vse rdece kroglice pred vsemi modrimi kroglicami, ¢e

(a) kroglice razlikujemo med seboj?

(b) kroglic iste barve ne razlikujemo?

Na koliko nacinov lahko iz paketa igralnih kart (52 kart) izberemo osem kart tako,
da

(a) imamo karte vseh §tirih barv?

(b) imamo karte natanko treh barv?
Uporabite pravilo vkljuécitev in izkljucitev.

Na koliko nac¢inov lahko razdelimo 32 piskotov med tri Studente in tri Studentke, ce
vsak Student dobi vsaj tri piskote in ne ve¢ kot deset piskotov, vsaka studentka pa
dobi vsaj pet piskotov in ne ve¢ kot dvanajst piskotov? ZapiSite rodovno funkcijo
za razdelitev n piskotov na gornji nacin in izra¢unajte ustrezni koeficient.

Ali sta grafa na spodnji sliki izomorfna? Za vsakega od njiju odgovorite Se na
naslednja vprasanja.

(a) Ali je graf Hamiltonov?
(b) Ali je ravninski?

(c) Poiscite njegovo barvnost.

G H
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1. kolokvij, 19. november 2008

1. Poglejmo po vrsti, kaksne lastnosti ima dani graf:

e regularen je, vse tocke imajo stopnjo 3;

e dvodelen ni, ker vsebuje cikle lihe dolzine, na primer petkotnik 1,2,3,4,5,1;

e Eulerjev ni, ker nimajo vse tocke sode stopnje.

e Hamiltonov je, ker ima Hamiltonov cikel, na primer 1,2,7,6,8,3,4,9,10,5, 1;

e ravninski ni, ker vsebuje podgraf, ki je skréljiv na K3 3. TakSen podgraf dobimo
na primer tako, da za bele tocke vzamemo tocke 1,4 in 10, za ¢rne tocke pa
tocke 2,5 in 9. Vsako belo tocko lahko povezemo s potjo z vsako ¢rno tocko
tako, da se poti ne sekajo;

e najmanjse Stevilo potez, da ga narisemo je 10/2 = 5, ker ima 10 tock lihe
stopnje.

2. Graf iz prve naloge vsebuje tri cikle dolzine 4. To so 1,2,7,6,1, 3,4,9,8,3 in
4,5,10,9,4. Prvi graf iz druge naloge vsebuje samo dva cikla dolzine 4 (1,6, 10,5, 1
in 2,3,8,7,2). Zato ta dva grafa ne moreta biti izomorfna.

Opazimo, da z zamenjavo polozajev tock 6 in 7 na sliki drugega grafa iz druge naloge
dobimo enako sliko kot za graf iz prve naloge. Torej sta grafa izomorfna. Ustrezni
izomorfizem podamo s permutacijo tock:

(123456789 10
123457689 10)"

Preveriti je Se treba, da se povezave preslikajo v povezave. Glede na to, da se
zamenjata samo tocki 6 in 7, je dovolj preveriti povezave, ki imajo ti dve tocki
za krajisca: o((6 : 1)) = (7 : 1), o((6 : 7)) = (7 : 6), o((6 : 8)) = (7 : 8),
e((7:2)) = (6:2)in ¢((7:10)) = (6 : 10). Vse slike povezav so res povezave v
drugem grafu iz druge slike in obratno, zato je ¢ izomorfizem in sta grafa izomorfna.

3. (a) Py-risba grafa G, obstaja, glej spodnjo sliko.

(b) Py-risba grafa G5 ne obstaja. Sklepamo takole. Graf lahko pokrijemo s Py-
risbami le, Ce je Stevilo njegovih povezav deljivo s 3. To je za graf GG, sicer izpolnjeno,
vendar pa je graf G je sestavljen iz treh delov, ki so s po eno povezavo povezane s
tocko v sredini. Ker je v vsakem delu po 8 povezav, vsakega dela posebej ne moremo
pokriti s Py-risbami. Ena Pj-risba bo zato pokrila tocko v sredini in eno povezavo
iz enega dela ter dve povezavi iz enega od drugih dveh delov. Ce te tri povezava
odstranimo iz grafa, nam ostanejo tri nepovezane komponente, od katerih ima ena
6 povezav, ena 7 povezav in ena 8 povezav (glej spodnjo sliko). Zadnjih dveh pa ne
moremo pokriti s Py-risbami, saj Stevili povezav, ki jih imata, nista deljivi s 3.
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4.

%4
]

kv

(a) Trditev velja. Eulerjev graf ima Eulerjev obhod. Vsak obhod v dvodelnem grafu
ima sodo stevilo povezav, torej ima tudi Eulerjev obhod sodo stevilo povezav. Ker
pa nastopa v Eulerjevim obhodu vsaka povezava grafa natanko enkrat, ima graf sodo
Stevilo povezav.

(b) Trditev ne velja. Eulerjev graf s sodo tockami in liho povezavami lahko sestavimo
na primer iz cikla dolzine 3 in cikla dolzine 4 tako, da ju zlepimo skupaj v tocki.
Tako dobimo graf s 6 tockami in 7 povezavami, ki je Eulerjev: ena tocka ima stopnjo
Stiri, pet tock pa ima stopnjo dva.

kolokvij, 14. januar 2009

. Prvi graf ima kliko velikosti 4 (sestavljajo jo na primer gornje 4 tocke), zato je

njegova barvnost vsaj stiri. Ker lahko graf pobarvamo s stirimi barvami, glej sliko
spodaj, je njegova barvnost enaka 4.

Tudi drugi graf ima kliko velikosti vsaj 4, zato potrebujemo vsaj 4 barve. Poskusimo
ga pobarvati s Stirimi barvami. Zac¢nemo z eno od klik, na primer tisto, ki vsebuje
tocke 1, 2, 3 in 4. Vsako tocko moramo pobarvati z drugo barvo, na primer tocko
1 pobarvamo modro, tocko 2 ¢rno, tocko 3 rdece in tocko 4 zeleno. Ker sta tocki 5
in 6 sosedji tockama rdece in zelene barve, moramo zanju uporabiti modro in ¢rno
barvo. Zato moramo za tocki 7 in 8 uporabiti rdeco in zeleno barvo. Potem pa
moramo tocki 9 in 10 pobarvati z modro in ¢rno barvo. Vendar pa imata ti dve
tocki obe zZe sosedi modre in ¢rne barve - to sta tocki 1 in 2. To pa pomeni, da grafa
ne moremo pobarvati s stirimi barvami. Lahko pa ga pobarvamo s petimi barvami,
glej gornjo sliko. Barvnost drugega grafa je torej enaka 5.
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2. (a) Dovolj je, da prestejemo, na koliko nac¢inov lahko dobi bankovce Andrej, saj
Bojan dobi tiste, ki ostanejo. Bankovce za 50 EUR lahko dobi na 7 nacinov
(0,1,...,6 bankovcev), bankovce za 100 EUR pa lahko dobi na 5 na¢inov (0,1,...,4
bankovcev), skupaj torej 7-5 nac¢inov. Odsteti je treba Se stevilo tistih razdelitev, pri
katerih eden od njiju ne dobi nobenega bankovca; taksni razdelitvi sta dve (Andrej
ne dobi ni¢, Bojan ne dobi ni¢). Torej si lahko razdelita bankovce na 33 nacinov.

(b) Nalogo resimo z nastetjem vseh moznosti. Najprej nastejemo vse moznosti za
Andreja, preostale bankovce dobi Bojan. Bankovce si lahko razdelita na 5 nacinov.

Andrej Bojan
5 x 50 1 x 5044 x 100
4x50+1x100|2x50+3x 100
3x 5042 x100 | 3 x50+ 2 x 100
2x50+3x100|4x50+1x100
1x50+4x100 |5 x50

(c) Nalogo resimo z nastetjem vseh moznosti. Vsak dobi 350 EUR, torej mora dobiti
liho stevilo bankovcec za 50 EUR. Ker je na voljo samo 6 bankovcev po 50 EUR,
dobi vsak najmanj enega in najvec¢ 5 bankovcev po 50 EUR.

Najprej nastejemo vse moznosti za Andreja, preostale bankovce dobi Bojan. Bankovce
si lahko razdelita na 3 nacine.

Andrej ‘Bojan

1 x50+43x100 |5 x50+ 1 x 100
3x50+2x100 | 3 x50+ 2x 100
5x5041x100 | 1x50+3x 100

3. (a) Za stevilo pik na enem delu domine imamo n + 1 moznosti: 0,1,...,n. Domin

e - . . . . 1 . . .
z razlicnima steviloma pik na vsakem delu je (”; ), imamo pa Se n + 1 domin z

enakim Stevilom pik na vsakem delu, skupaj torej (”;rl) + (n + 1) domin.
Za primer n = 6 imamo torej (;) + 7 =21+ 7= 28 razlicnih domin.

(b) Stevilo pik, pri katerem se bosta domini ujemali, lahko izberemo na n + 1
nacinov. Izmed domin, ki vsebujejo to stevilko, izberemo dve. Domin, ki vsebujejo
dano stevilko pa je n + 1. Torej je iskano §tevilo izborov enako (n + 1)("31).

Za primer n = 6 imamo torej 7(;) = 147 moznosti.
4. Karakteristicni polinom enacbe je K(x) = 2 — 3z + 2 = (z + 1)?(z — 2). Nicli sta
—1 (2. stopnje) in 2 (1. stopnje). Zato je sploSna resitev enacbe enaka
ap,=(A+B-n)(-1)"+C-2".
Konstante A, B in C' izracunamo iz zacetnih pogojev:
ap = (A+B-0)(-1)"+C-2"=A4+C =0,
ag = (A+B-1)(-1)'+C-2'=-A-B+2C =1,
az = (A+B-2)(-1)>+C-2*=A+2B+4C =5.
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Resimo sistem treh enacb s tremi neznankami in dobimo A = —%, B = % inC = g.
Resitev gornje rekurzivne enacbe je torej
7 4 7

= (—= + =n)(=1)" + =2".
an = (=5 +3n)(-1)" + 5

1. izpit, 9. februar 2009

1. Poglejmo po vrsti, kaksne lastnosti ima dani graf:

e Fulerjev ni, ker nimajo vse tocke sode stopnje;

e najmanjse Stevilo potez, da ga nariSemo: ker ima 6 tock lihe stopnje, potrebu-
jemo 6/2 = 3 poteze;

e Hamiltonov ni: ¢e odstranimo srednji trikotnik (3 tocke), graf razpade na 4
komponente (najmanjsi trikotnik in tri tocke na zunanjem trikotniku) in zato
ne more imeti Hamiltonovega cikla;

e ravninski ni, ker vsebuje K5 kot podgraf, na primer podgraf induciran s tockami
iz najmanjsega trikotnika skupaj z dvema tockama iz srednjega trikotnika;

e sebi komplementaren ni: pogledamo stopnje tock, ki pa se ne ujemajo. Stopnje
tock v grafu so 8,8,8,5,5,5,3,3,3, stopnje tock v komplementu pa 0,0,0,3,3,3,5,5,5.

e Barvnost grafa je enaka 6. Potrebujemo najmanj 6 barv, ker graf vsebuje kliko
velikosti 6 (¢e pogledamo 6 tock v sredini, opazimo, da so vse povezane med
seboj). Graf lahko pobarvamo s 6 barvami (6 tock v sredini pobarvamo vsako
s svojo barvo, vsaka tocka na zunanjem trikotniku pa imaj samo tri sosede in
jo lahko pobarvamo z eno od preostalih treh barv). Barvnost grafa je torej
enaka 6.

2. Naj bo G = (V, E) enostaven graf na 20 tockah in naj za poljubni tocki u,v € V
velja d(u)+d(v) > 19. Recimo, da G ni povezan. Potem mnozica tock grafa razpade
na dva dela V; in V5 tako, da nobena povezava ne povezuje tocke iz Vi s tocko iz
Vo. Naj bo ny = |Vi| in ngy = |V5]. Potem velja 1 < n; < 19,1 < ny < 19 in
ny +ny = 20. Najvecja mozna stopnja tocke iz V; je n; — 1, najvecja mozna stopnja
tocke iz V4 pa je ny — 1. Vzemimo vy € Vi in vy € V. Potem je d(vq) + d(ve) <
ny—1+ny—1=20—2 =18, protislovje. Predpostavka, da graf G ni povezan, nas
je pripeljala v protislovje. Torej mora biti graf G povezan.

3. (a) Vsako izmed 6 ploskev lahko pobarvamo na 3 nacine, skupaj imamo 3% = 729
nacinov.

(b) Nalogo lahko resimo z uporabo porazdelitev. Elementi so ploskve (6), ki jih
lo¢imo med sabo, saj so ostevilcene. Celice so barve (3), lo¢imo jih med sabo, celice
ne smejo biti prazne. Po formuli je taksnih porazdelitev 3!5(6,3) = 540.

Nalogo lahko resimo tudi tako, da od Stevila vseh moznosti odstejemo Stevilo tistih,
pri katerih nismo uporabili vseh barv. Z uporabo pravila vkljucitev in izkljucitev
dobimo 3% — 326 +3 =729 — 3. 64 + 3 = 540 nacinov.
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4. Pri tej nalogi stejemo stevila n oblike
n=10%-as + 10* - ay + 10® - a5 + 10% - as + 10 - a; + aq,

kjer je 0 < a5 < ay < az < ay < a3 < ap. Iz mnozice {0,1,...,9} izberemo Sest
stevk s ponavljanjem, Stevilo pa je s tem zZe enolicno doloceno, saj velja 0 < a5 <

ay < az < as < ap < ag. Ustreznih stevil je torej (10+66_1) = (165) = 5005.

2. izpit, 18. februar 2009

1. Poglejmo po vrsti, kaksne lastnosti ima dani graf:

e Fulerjev ni, ker nimajo vse tocke sode stopnje;

e najmanjse Stevilo potez, da ga narisemo: ker ima 10 tock lihe stopnje, potre-
bujemo 10/2 = 5 potez;

e Hamiltonov je, ker ima Hamiltonov cikel, na primer 1,2,10,4,3,9,5,6,12,8,7,
11,1, glej tudi spodnjo sliko levo, kjer so povezave iz Hamiltonovega cikla
pobarvane rdece;

e ravninski je, ker ga lahko v ravnino nariSemo tako, da se povezave ne sekajo,
glej spodnjo sliko desno, kjer smo prestavili samo tocki 9 in 11.

e Barvnost grafa je enaka 3. Potrebujemo najmanj 3 barve, ker graf vsebuje cikel
lihe dolzine, na primer 1,2, 10, 12,8, 1. Graf lahko pobarvamo s 3 barvami, glej
spodnjo sliko levo. Barvnost grafa je torej enaka 3.

2. Drevo z n tockami ima n — 1 povezav. Po drugi strani ima samokomplementaren
graf z n tockami polovico vseh moznih povezav, to je %(g) Stevilo tock samokom-
plementarnega drevesa mora toraj zadoscati enacbi

(n—4)(n—1) =0.

Samokomplementarno drevo ima torej lahko 1 tocko (torej je graf z eno tocko in ni¢
povezavami, ki je samokomplementaren) ali pa ima 4 tocke. Ker ima vsako drevo

oziroma
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vsaj dva lista, bosta imeli dve tocki stopnjo 1, drugi dve tocki pa morata imeti
stopnjo 2 (da bosta imeli stopnjo 1 v komplementu). Edino taksno drevo je pot
na 4 tockah. Tudi njegov komplement je pot na 4 tockah. Torej imamo tudi eno
samokomplementarno drevo na 4 tockah.

3. (a) Naloga je enakovredna naslednji: na koliko nac¢inov lahko n enakih kroglic
razdelimo v tri razlicne Skatle, pri ¢emer so Skatle lahko prazne (kroglice so
enote, vsaka Skatla pa je en sumand). To lahko naredimo na

n+3—-1\ [(n+2
3-1 )\ 2
nacinov. Za n = 15 je to enako

17 17-16
= —— = 136.
() =5 = s

(b) Ce vrstni red sumandov ni pomemben, lahko &tevilo n zapisemo kot vsoto treh
nenegativih celih stevil na p(n, 1)+ p(n, 2)+p(n, 3) nacinov, ker sta lahko en ali
dva sumanda enaka ni¢. Za n = 15 je to enako p(15,1) + p(15,2) + p(15,3) =
147419 = 27 nacinov. Stevila p(n, k) izracunamo s pomoéjo rekurzivne zveze
p(n, k) =pn—k,k)+p(n—1,k—1) in dejstva, da je p(n,1) = 1in p(n, k) =0
za k > n.

(¢) Zan =mny+ng+ngje 7" =T7"-T".7% torej je resitev enaka kot v tocki (a).

(d) Resitev je enaka kot v tocki (b).

4. Karakteristi¢ni polinom enacbe K (z) =22° —2? -2z +1= (zr —1)(z +1)(2z — 1)
ima nicle 1, —1 in 1/2. Zato je splosna resitev homogene enacbe enaka

a,=A-1"+B-(-1)"+C-(1/2)".
Konstante A, B in C' izracunamo iz zacetnih pogojev:

ap = A 1°+B-(-1)"+C-(1/2)°=A+B+C =0,
ag = A-1'+B-(-1)'+C-(1/2)' =A-B+C/2=1,
az = A-1P+B-(-1)*+C-(1/2*=A+B+C/4=2.

Resimo sistem treh enac¢b s tremi neznankami in dobimo A = 5/2, B = 1/6 in
C' = —3/8. Resitev gornje rekurzivne enacbe je torej enaka

an =5/2+1/6- (—1)" — (3/8) - (1/2)".

3. izpit, 14. september 2009

1. Graf ima Hamiltonov cikel, na primer 1,3,5,4,2,6, 1, glej tudi spodnjo sliko levo,
kjer so povezave iz Hamiltonovega cikla narisane z debelejso ¢rto.
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Graf je ravninski, saj ga lahko nariSemo v ravnino tako, da se povezave ne sekajo,
glej spodnjo sliko v sredini. Ravninsko sliko smo dobili tako, da smo v prvotni sliki
le zamenjali polozaja tock 4 in 5 ter premaknili tocko 6.

Ker graf vsebuje cikle lihe dolzine, je njegova barvnost vsaj tri. Poskusimo sedaj
graf pobarvati s tremi barvami. Za zunanji lihi cikel potrebujemo tri barve; tocke
1, 2 in 3 moramo pobarvati s tremi razlicnimi barvami, na primer ¢rno, rdeco in
modro. Tocka 4 ima sedaj soseda rdece in modre barve, zato jo moramo pobarvati
s ¢rno barvo. Tocka 5 ima soseda ¢rne in modre barve, zato jo moramo pobarvati
s rdeco barvo. Tocka 6 ima soseda ¢rne in rdece barve, zato jo moramo pobarvati
z modro barvo. Sedaj pa ima tocka 7 sosede treh razlicnih barv in moramo zanjo
uporabiti ¢etrto barvo. Potrebujemo torej vsaj stiri barve. Ker pa nam je uspelo
graf pobarvati s Stirimi barvami, je njegova barvnost enaka Stiri.

o 2 1 ®2

. Oznacimo z m Stevilo povezav, z ny Stevilo tock stopnje 5 in z ng Stevilo tock stopnje
6 v grafu G. Potem velja ns+ng = 15. Ker je graf G ravninski, je m < 3-15—6 = 39.
Po lemi o rokovanju vemo Se, da je 2m = 5ns 4 6ng. Torej je dHns + 6ng < 78. Vsak
ravninski graf ima vsaj eno tocko stopnje najvec¢ 5. Torej je ns > 1. Preverimo zdaj
vse moznosti za ng in ng:

ns 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
ng 4 13 12 11 10 9 8 7 6 5 4 3 2 1 0
ons +6ng | 89 88 87 8 8 8 83 82 81 &80 79 T8 T7 T6 TS

Ker mora biti bns + 6ng sodo Stevilo, imamo le dve moznosti: ny = 12, ng = 3 in
Ny = ]_47 Nneg = 1.

. Dvojiskih zaporedij dolzine 8, ki imajo ¢ enic, je (?), saj lahko na toliko nacinov
izberemo mesta, komor postavimo enice. Dvojiskih zaporedij dolzine 8, ki imajo
sodo stevilo enic (torej 0,2,4,6,8), je potem

) ()+ () ()-romomomer-sm

. Oznacimo z a,, Stevilo nac¢inov, na katere lahko zlozimo na kupcek n zetonov rdece,
bele in modre barve, ¢e nikoli ne polozimo dveh rdecih zetonov zaporedoma. Potem
je a, = 2a,_1+ 2a,_5 zan > 3. Sklepamo takole. Ustreznih kupckov visine n, ki se
koncajo z belim zetonom, je a,_;. Enako velja za modre zetone. Ce pa se kupcek
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1.

1.

2.

3.

visine n konc¢a z rde¢im zetonom, mora biti pod njim moder ali bel Zeton. Taksnih
zaporedij je torej 2a,_o. Izracunamo Se a; = 3 in a; = 8 ter reSimo rekurzivno
enacho.

Karakteristi¢ni polinom enacbe K(x) = 2% — 2z — 2 ima nicli 1 + V3in 1 —+/3.
Zato je splosna resitev homogene enache enaka

an=A-(1+V3)"+B-(1-V3)".
Konstanti A in B izracunamo iz zacetnih pogojev:

ap = A-(1+V3)'+B-((1-V3) =3,
ay; = A-(1+V3)?2*+B-(1-3)*=8.

Dobimo A = (3 +2v/3)/6 in B = (3 —21/3)/6. Resitev gornje rekurzivne enacbe je
torej enaka

an = (34+2v3)/6- (1 +V3)" + (3 —2v3)/6- (1 — V3)".

kolokvij, 18. november 2009

(a) Od 20 mest so 4 mesta dolocena. Na preostalih 16 mest lahko damo 0 ali 1.
Po pravilu produkta dobimo 2'¢ ustreznih zaporedij.

(b) Prvi dve mesti sta doloceni, za zadnji dve mesti imamo 3 moznosti: 00,10 in
11. Na preostalih 16 mest lahko damo 0 ali 1. Po pravilu produkta dobimo
3 - 216 ustreznih zaporedij.

Nalogo lahko re§imo tudi z naslednjim razmislekom. Imamo 2'8 zaporedij
dolzine 20, ki se za¢nejo z 10. Od tega moramo odsteti Stevilo zaporedij,
ki se koncajo z 01. Torej je 2'® — 216 = 3. 216 ystreznih zaporedij.

(c) Zaporedij dolzine 20, ki se zacnejo z 10, je 2'8, zaporedij, ki se koncajo z 01 je
218 Zaporedja ki se za¢nejo z 10 in koncajo z 01, smo &teli dvakrat. Ustreznih
zaporedij je torej 2 - 218 — 216,

Izmed 4 barv lahko izberemo 2 barvi na (g) nacinov, 3 karte izmed 13 kart enake
barve pa izberemo na (133) nacinov. Po pravilu produkta lahko torej izvlecemo 6

kart (3 ene barve, 3 druge barve) na (}) (133) (133) nacinov.

(a) 2310 = 2-3-5-7-11, torej je produkt petih rezlicnih prastevil. Dva faktorja lahko
sestavimo na dva nacina: prvi faktor je prastevilo, drugi produkt 4 prastevil
ali prvi faktor je produkt dveh prastevil, drugi faktor je produkt 3 prastevil.
Skupaj j torej (i’) + (g) = 15 nacinov.

Lahko sestevamo tudi takole: M;@Jr@ = 15 nacinov. Ker vrstni red
faktorjev ni pomemben, smo delili z dva.
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2.

Lahko sklepamo tudi takole: 2310 ima 2° = 32 deliteljev. Vsak par deliteljev
2310 = a - b nam da en razcep na dva faktorja. Odsteti moramo Se neustrezen
razcep 2310 = 1 - 2310. Skupaj imamo torej % — 1 = 15 nacinov.
Lahko sklepamo tudi takole: imamo dva faktorja - celici, ki sta neoznaceni in
ne smeta biti prazni. Razlicna prastevila so elementi, ki jih razlikujemo. Torej
je S(5,2) = 15 razlicnih nacinov.

(b) Vse razmisleke iz tocke (a) lahko enostavno posplosimo iz 5 na n prastevil.
Previdni moramo biti le pri prvem razmisleku, ¢e je n sodo stevilo. V tem

primeru imamo
@ i @ I ((n —n2>/2> i <n72) 3

nacinov, saj vsako moznost pri zadnjem sumandu Stejemo dvakrat.

Najvecja mozna vsota desetih razlicnih dvomestnih stevil je 90+91+4---+99 = 945;
vec¢ kot toliko razliénih vsot torej ne moremo narediti iz najve¢ desetih dvomestnih
Stevil.

Vseh razliénih nepraznih podmnoZic mnozice z 10 elementi je 2'© — 1 = 1023.

Ker je podmnozic ve¢ kot moznih vsot, morata po Dirichletovem principu vsaj
dve imeti enako vsoto (celice: vsote, elementi: neprazne podmnozice mnozice A;
elementov je ve¢ kot celic).

Dobljeni mnozici nista nujno disjunktni. V tem primeru odstranimo skupne ele-
mente. Ker sta bili mnozici razlicni, sta novi mnozici neprazni in disjunktni, Se
vedno pa imata isto vsoto.

kolokvij, 13. januar 2010

. Naj bo G dvodelen graf. Potem lahko mnozico njegovih tock razbijemo na dve

odmnozici [/1 in LQ na tak nacin, da ima vsaka povezava eno krajisce v {/1 in drugo
)
\ [/2.

Tocke iz V} imajo lahko stopnjo najvec |V3|, tocke iz Va pa najvec |V;|. Velja torej

0(G) < min{|[Vi], [Vo[}  in  A(G) < max{|Vi],[Val}.

Torej
0(G) + A(G) < Vil + [Va| = [V(G)I.

Za dvodelen graf G torej vedno velja §(G) + A(G) < |V(G)|. Zato ne obstaja
dvodelen graf G za katerega velja §(G) + A(G) > |[V(G)].

Poglejmo po vrsti, kaksne lastnosti ima graf G:

e regularen ni, ker nimaje vse tocke iste stopnje (npr. tocka 1 ima stopnjo 3,
tocka 8 ima stopnjo 4);
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3.

e dvodelen ni, ker vsebuje cikle lihe dolzine, na primer trikotnik 1,5, 6, 1;
e Fulerjev ni, ker nimajo vse tocke sode stopnje;
e Hamiltonov je, ker ima Hamiltonov cikel, na primer 1,8,7,6,2,3,4,5,1;

e ravninski je, ker ga lahko nariSemo v ravnino, ne da bi se povezave sekale.
Za dokaz je potem treba graf res tako narisati. Na primer, ¢e pustimo tocke
1,8,7,6 na svojih mestih in zasukamo cikel 2,3,4,5 (zamenjamo 2 in 5 ter 3 in
4), grafa ni tezko dopolniti do ravninske risbe;

e najmanjse Stevilo potez, da ga nariSemo: ker ima 4 tocke lihe stopnje, potre-
bujemo 4/2 = 2 potezi.

Problem predstavimo kot problem iz teorije grafov takole: tocke grafa so udelezenci
tekmovanja (kandidati), dve tocki sta povezani, Ce se ustrezna udelezenca pomerita.
Ker vsak udelezenec odigra stiri tekme, iS¢emo graf na 10 tockah, kjer ima vsaka
tocka stopnjo Stiri.

Trojica, v kateri igra vsak igralec z vsakim, predstavlja trikotnik v grafu.

Ker obstaja 4-regularen graf na 10 tockah brez trikotnikov, je odgovor na obe
vprasanji pritrdilen (lahko sicer za odgovor na tocko (a) konstruiramo drug graf,
ni pa potrebno).

Primer takega grafa je dvodelen graf (zagotovo nima trikotnikov!), ki ga dobimo iz
Ks 5 tako, da v vsaki tocki odstranimo eno povezavo.

. Karakteristi¢ni polinom enacbe je K(z) = 2* — 722 + 152 — 9 = (z — 3)*(z — 1).

Nicli sta 3 (2. stopnje) in 1 (1. stopnje). Zato je splosna resitev enacbe enaka
ap,=(A+B-n)3"+C-1".
Konstante A, B in C' izracunamo iz zacetnih pogojev:

ap = (A+B-0)3"+C=A+C=0,
ag = (A+B-1)3'+C=3A+3B+C =4,
ay = (A+B-2)3?+C=9A+18B+C = 28.

Resimo sistem treh enacb s tremi neznankami in dobimo A = —1, B=2in C = 1.
Resitev gornje rekurzivne enacbe je torej

a, = (—1+2n)3" + 1.

izpit, 9. februar 2010

(a) Ce &tevila -5 ne izberemo, lahko &tiri Stevila izberemo na 2* = 16 naginov - za
vsako izmed §tirih pozitivnih vrednosti se odloc¢imo, ali zanjo izberemo pozitivni ali
negativni predznak. Ce izberemo stevilo -5, izmed ostalih §tirih pozitivnih vrednosti
izberemo tri, za vsako pa izberemo Se enega od dveh predznakov. To lahko storimo

20



na (g) .23 = 32 nacinov. Skupaj imamo torej 16 + 32 = 48 razli¢nih nacinov za

izbiro stirih stevil, ki so razlicna po absolutni vrednosti.

(b) Od stevila vseh nacinov izbire stirih Stevil odstejmo Stevilo tistih, pri katerih
se eno Stevilo pojavi Stirikrat. Izmed 9 stevil lahko izberemo 4 s ponavljanjem na
(9+f‘;1) = (142) = 495 nacinov. Zraven smo Steli tudi 9 izbir, pri katerih Stirikrat
izberemo isto Stevilo. Ustreznih izbir je torej 495 — 9 = 486.

(c) Da bo produkt negativen, moramo izbrati liho stevilo negativnih faktorjev. Eno
negativno in tri pozitivna Stevila lahko izberemo na (i’) (;) = 20 nacinov. Tri nega-
tivna in eno pozitivno stevila lahko izberemo na (g) (1‘) = 40 nacinov. Skupaj imamo
torej 20 4+ 40 = 60 ustreznih nacinov.

. Da pridemo od tocke (1,2) do tocke (5,9), moramo narediti 4 korake v desno in 7
korakov navzgor. Taksnih poti je natanko toliko, kot permutacij s ponavljanji 4 ¢rk

D in 7 ¢rk N, le teh pa je (f?) = 41,—17', = 330.

Poti, ki vsebujejo del poti (2,2) —(3,2) — (4,2) — (4, 3) je 7, saj od tocke (1,2) lahko
pridemo do tocke (2,2) samo na en nacin, od tocke (4, 3) pa lahko pridemo do tocke
(5,9) na (Jﬁ) = -1 = 7 nacinov (enkrat gremo desno in Sestkrat navzgor). Poti, ki
te podpoti ne vsebujejo je torej 330 — 7 = 323.

. Vsi trije grafi imajo enako stevilo tock in enako stevilo povezav. Tudi stopnje tock
se ujemajo: po 4 tocke imajo stopnjo 4 in po 4 tocke imajo stopnjo 3. Opazimo pa,
da so tocke stopnje 4 v grafih G5 in G3 povezane med sabo (podgraf iz tock stopnje
4 je cikel dolzine 4 z eno diagonalo), v grafu G; pa sta povezani samo po dve tocki
stopnje 4. Torej graf G'; ni izomorfen nobenemu od grafov G5 in Gs.

[zomorfizem med grafoma G, in G3 najlazje najdemo, ¢e opazimo, da sta sliki
grafov enaki, ko graf G5 zasukamo za 90 stopinj v smeri urinega kazalca. Bijektivna
preslikavami med tockami grafov je podana v spodnji tabeli.

Gg‘abcdefgh
Gs|B C D A F G H E

Ker sta grafa po zasuku G3 za 90 stopinj enako narisana, se povezave v (G5 o€itno
preslikajo v povezave v Gjs.

. Naj bo G enostaven povezan ravninski graf, narisan v ravnini tako, da ima 53 lic,
vsako od lic pa ima na robu vsaj 5 povezav. Oznac¢imo z n Stevilo tock, z m Stevilo
povezav in s f Stevilo lic grafa G. Ker ima vsako lice na robu vsaj 5 povezav, velja
2m > 5f. Fulerjeva formula nam da enacbo

n—m+ f=2.

Enacbo pomnozimo z dva, upostevamo povezavo med Stevilom lic in povezav, vs-
tavimo Stevilo lic in dobimo

2n=4+42m—-2f >4+5f-2f=4+4+3f =4+ 3-53=163.
Velja torej n > 81.5. Ker je n celo stevilo, mora torej veljati n > 82.
Graf GG ima vsaj 82 tock.
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2. izpit, 17. februar 2010

1. Iz kompleta 52 kart izberemo 13 kart (vrstni red ni pomemben).

(a) Ker je samo 13 razli¢nih vrednosti, moramo za vsako izmed vrednosti izbrati
samo $e eno izmed §tirih barv. To lahko naredimo na 4'3 naé¢inov.

(b) Ce ne smemo izbrati nobenega asa, izbiramo 13 kart izmed 48 kart, kar lahko

. 4 .
storimo na (12) nacinov.

(¢) Za izbiro natanko 10 kart iste barve sklepamo takole: najprej izberemo eno

imed stirih barv (na 4 nacine), nato izmed 13 kart te barve izberemo 10 kart,
kar lahko storimo na (13) nacinov. Sedaj je treba izbrati Se tri karte izmed
39 kart preostalih barv, kar lahko storimo na (339) nacinov. Skupaj je torej

4. (}g’) (339) ustreznih izbir.

(d) Sklepamo podobno kot v prejsnji tocki, izberemo pa lahko 10, 11, 12 ali 13 kart
iste barve. Imamo torej

(o) (5 GG () (V) + (1) (7)) = oo

ustreznih nacinov.

Opozorilo: resitev, kjer najprej izberemo barvo in 10 kart te barve, nato pa Se
tri karte izmed vseh preostalih kart ni pravilna, saj nekatere moznosti stejemo

veckrat! Preverimo: 4- (}0) (%) = 15151136 # 10688240.

2. Iz ¢rk besede SLOVENIJA lahko sestavimo besedo dolzine 9 na 9! nacinov, saj so vse
¢rke razlicne. Ce nobena dva samoglasnika ne smeta biti sosednja, sklepamo takole.
Samoglasnike lahko uredimo na 4! na¢inov. Sedaj izberimo mesta, kamor bomo
postavili soglasnike. Med vsaka dva samoglasnika moramo vriniti vsaj en soglasnik
- zato porabimo 3 soglasnike. Ostaneta Se dva soglasnika, ki lahko nastopata kjerkoli
med samoglasniki in na zacetku ali koncu besede. Dva elementa (soglasnika), ki ju ne
razlikujemo, moramo razporediti v pet skatel (mesta za postavitev soglasnikov), ki
jih razlikujemo in so lahko tudi prazne. To lahko storimo na (2+g_1) = (g) nacinov.

Sedaj smo Sele izbrali mesta, kjer bodo soglasniki. Na ta mesta pa lahko soglasnike

razvrstimo na 5! na¢inov - vse mozne permutacije petih elementov. Skupaj je torej
4!(2)5! ustreznih besed.

3. Poglejmo po vrsti, kaksne lastnosti ima graf G:

e regularen ni, ker nimaje vse tocke iste stopnje (npr. tocka 1 ima stopnjo 4,
tocka 2 ima stopnjo 5);

e Eulerjev ni, ker nimajo vse tocke sode stopnje (liho stopnjo imajo tocke 2, 3,
5,6, 7 in 8);

e ravninski ni, ker vsebuje subdivizijo grafa K5, na spodnji sliki levo so njene
povezeve prikazane z odebeljenimi ¢rtami.
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e Barvnost grafa je enaka 4. Potrebujemo najmanj 4 barve, ker graf vsebuje
podgraf, izomorfen K, sestavljen iz tock 1,2,3 in 8. Graf lahko pobarvamo s 4
barvami, glej spodnjo sliko desno. Barvnost grafa je torej enaka 4.

1 2 1 2

4. Na vajah smo pokazali, da je graf lahko izomorfen svojemu komplementu le v
primeru, da je ostanek pri deljenju Stevila tock s 4 enak 0 ali 1. Za graf na 8
tockah je torej mogoce, da je izomorfnen svojemu komplementu.

Najprej ugotovimo, koliksne morajo biti stopnje tock v grafu, da bo lahko izomorfen
svojem komplementu. V grafu, ki ima Hamiltonov cikel, ima vsaka tocka stopnjo
vsaj 2. V komplementu bo tocka stopnje 2 imela stopnjo 5. Torej moramo imeti
v grafu toliko tock stopnje 5 kot imamo tock stopnje 2. Podobno moramo imeti
toliko tock stopnje 3 kot tock stopnje 4. Tock stopnje 6 ali 7 ne moremo imeti, sicer
komplement nima Hamiltonovega cikla, saj ima tocke stopnje 1 oziroma 0.

Sedaj poskusimo konstruirati ustrezen graf: najprej nariSemo cikel dolzine 8 in do-
damo nekaj povezav tako, da bodo tocke imele ustrezne stopnje. Poskusimo sestaviti
graf s 4 tockami stopnje 2 in 4 tockami stopnje 5, glej spodnjo sliko, levo. Sedaj
narisemo Se njegov komplement in preverimo, da sta grafa izomorfna. Izomorfizem je
podan z ostevilcenjem tock: tocka na levi se preslika v tocko na desni z isto oznako.
Ni tezko preveriti, da se tudi povezave preslikajo v povezave - najprej preverimo, da
ima tudi drugi graf Hamiltonov cikel 1,2,3,4,5,6,7,8,1 in nato preverimo Se, da
ima drugi graf preostale povezave (2 :4), (2:6), (2:8), (4:6), (4:8) in (6:8).

3 8

AL B

Lahko sestavimo tudi graf, ki ima 4 tocke stopnje 3 in 4 tocke stopnje 4, glej spodnjo
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sliko levo. Podobno kot v prejsnjem primeru Se preverimo, da je res izomorfen
svojemu komplementu.

6

3. izpit, 16. september 2010

1. Beseda MATEMATIK vsebuje 6 razlicnih ¢rk; M, A in T se pojavijo po dvakrat.

(a)

(b)

Ce ni dodatnih omejitev, lahko iz érk besede MATEMATIK sestavimo (2 g 2) =
9!

o = 45360 razlicnih besed, kolikor je permutacij s ponavljanji dolzine 9,
pri katerih se 3 ¢rke pojavijo po dvakrat.

Ce se oba M-ja pojavita zaporedoma, ju lahko Stejemo za eno (dvojno) érko.
Tako stejemo vse besede dolzine 8, pri katerih se dve ¢rki pojavita po dvakrat.
Le-teh pa je () = 525 = 10080.

2,2 22!
Uporabimo pravilo vkljucitev in izkljucitev. Od stevila vseh besed odstejemo
stevilo tistih, pri katerih se po dve enaki ¢rki pojavita skupaj. Potem pa je
treba pristeti Stevilo tistih besed, pri katerih se dvakrat po dve ¢rki pojavita
skupaj in zopet odsteti Stevilo tistih besed, pri katerih se pojavijo vse tri ¢rke
po dvakrat skupaj. Dobimo

9! 3\ 8! 3\ 7!
- - — — 6l =
2! 21 2! (1) 21+ (2) g — 01 = 21900

ustreznih besed.

2. Najprej reSimo homogeno enacbo. Karakteristicni polinom enacbe K(z) = 2 +
6z + 9 = (z + 3)? ima eno dvojno niclo, x = —3. Zato je splosna reSitev homogene
enacbe enaka

an=(A+Bn)-(=3)".

Sedaj potrebujemo Se posebno resitev. Za ¢len 2" vzamemo nastavek a, = C -
2™, upostevamo, da 2 ni nicla karakteristicnega polinoma. Nastavek vstavimo v
rekurzivno enacbo in dobimo C'-2"*2 4 6C - 2" +9C . 2" = 2", Od tod izrac¢unamo
C =1/25.
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Za ¢len n, ki je polinom prve stopnje, vzamemo nastavek a,, = Dn+ E; upoStevamo,
da 1 ni nicla karakteristicnega polinoma. Nastavek vstavimo v rekurzivno enacbo
in dobimo enac¢bo D(n+2)+ E+6D(n+ 1)+ 6FE 4+ 9Dn + 9FE = n. S primerjavo
koeficientov pri n in prostem ¢lenu dobimo enachi D + 6D +9D =1 in 2D + E +
6D+ 6E + 9E = 0, od koder izracunamo D = 1/16 in £ = —1/32. Splosna resitev
rekurzivne enacbe je torej enaka

a,=(A+Bn) (=3)"+—=n——.

3. Poglejmo po vrsti, kaksne lastnosti ima dani graf:
e regularen ni, saj nimajo vse tocke iste stopnje (na primer, tocka 1 ima stopnjo
3, tocka 2 pa ima stopnjo 4);
e dvodelen ni, ker vsebuje cikle lihe dolzine, na primer trikotnik 1,2, 8, 1;

e Eulerjev ni, ker nimajo vse tocke sode stopnje (liho stopnjo imajo kar 4 tocke,
toso 1,3,4 in 7);
e ravninski ni, ker vsebuje subdivizijo grafa Kj5; njene povezave so prikazane z

odebeljenimi ¢rtami na spodnji sliki levo.

e Barvnost grafa je enaka 4. Potrebujemo najmanj 4 barve, ker graf vsebuje
kliko velikosti 4 (sestavljajo jo tocke 6,7,8 in 9). Graf lahko pobarvamo s 4
barvami, glej spodnjo sliko na desni. Barvnost grafa je torej enaka 4.

4. Naj bo G graf na 6 tockah.

(a) Ce ni nobenih dodatnih omejitev ima lahko najmanj 0 in najvec (g) =15

povezav.

(b) Ce je G povezan, mora imeti vsaj 5 povezav (drevo), najveé pa jih ima lahko
15.

(¢) Ce G ni povezan, ima lahko najmanj 0 povezav, najve¢ pa jih ima, ¢e ima dve
komponenti, od katerih je ena izomorfna Kj, druga pa K;. V tem primeru

imamo (g) = 10 povezav. Pri vseh drugih razdelitvah imamo manj povezav
(244 tocke: najve¢ 7 povezav, 343 tocke: najve¢ 6 povezav).
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1. kolokvij, 24. november 2010

1. Izbrati moramo zacetno in konéno postajo. To lahko storimo na & - (k — 1) nacinov.
Imamo torej k - (k — 1) razliénih vozovnic.

Da izracunamo stevilo vozovnic za vsaj dve postaji, od Stevila vseh vozovnic odsteje-
mo Stevilo tistih za eno postajo. Teh pa je 2 - (k — 1), saj lahko za vsako smer na
k — 1 nacinov izberemo zacetno postajo, konéna pa je s tem ze dolocena. Imamo
torej k- (k — 1) — 2+ (k — 1) ustreznih vozovnic.

2. (a) Lo¢imo primera, ko je enica na prvem mestu in ko ni. Ce je enica na prvem
mestu, je potem na preostalih n — 1 mestih lahko katera koli od preostalih devetih
stevk. Takih moznosti je torej 9"~'. Ce enica ni na prvem mestu, potem je na
prvem mestu ena od preostalih Stevk razen nicle, torej 8 moznosti. Izmed preostalih
n — 1 mest moramo izbrati eno mesto, na katerem je enica. To lahko naredimo na
n — 1 nac¢inov. Na preostalih n — 2 mestih se lahko pojavijo vse Stevke razen 1.
Takih moznosti je torej 8(n — 1) - 9”72, Skupaj imamo torej 9"~ + 8(n — 1) - 9" 2
desetiskih stevilk, ki vsebujejo natanko eno enko.

(b) Lo¢imo primera, ko je enica na prvem mestu in ko ni. Ce je enica na prvem
mestu, potem sme biti na preostalih mestih le Se ena enica. Teh mest je n — 1 kar
je ravno Stevilo moznosti za postavitev enice. Na preostalih n — 2 mestih je lahko
katera koli od preostalih devetih stevk. Takih moznosti je torej (n — 1)9"~2. Ce
enica ni na prvem mestu, potem je na prvem mestu ena od preostalih Stevk razen
nicle, torej 8 moznosti. Izmed preostalih n — 1 mest moramo izbrati dve mesti, na
katerih sta enici. To lahko naredimo na (";1) nacinov. Na preostalih n — 3 mestih
se lahko pojavijo vse Stevke razen 1. Takih moznosti je torej 8(";1) 9n=3. Skupaj je
vseh moznosti (n — 1)9"~% + 8(™,")9n 3.

(c) Izracunamo Stevilo vseh n-mestnih Stevil in odstejemo Stevilo tistih z ni¢ in z
eno enico. Vseh stevil je 9-10"7!, saj na prvem mestu ne sme biti nicle, na ostalih
mestih pa so lahko vse stevke. Stevil brez enice je 8 - 9"~!. Koliko je stevil z eno
enico, smo izra¢unali v tocki (a). Ustreznih stevil je torej

910"t —8-9"1 — (9"t 4+ 8(n—1)-9"?).

3. Ker so stevilke majhne, lahko nalogo resimo tudi z nastetjem vseh moznosti. Tukaj
bomo predstavili resitev z uporabo porazdelitev. Celice so barve - so oznacene in so
lahko prazne. Elementi so zoge - jih ne razlikujemo (barva zoge je dolocena z izbiro
celice).

(a) Celice so 3, elementi so 4, ustreznih porazdelitev je

4 _
+3-1 _ 6 _ 6 _ 15
4 4 2
(b) Naj bo A; mnozica takih razporeditev zog, da je v rdeci skatli vsaj 6 zog, Az
mnozica takih razporeditev zog, da je v modri Skatli vsaj 6 zog in A3 mnozica takih
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razporeditev zog, da je v zeleni skatli vsaj 11 Zog. Oznacimo z U mnozico vseh
razporeditev zog. [s¢emo torej |U| — |A; U Ay U Ajs].

Za izracun moci unije bomo uporabili pravilo vkljucitev in izkljucitev. Najprej
izracunajmo moci presekov:

- (7)) ) -
- (=)= ()->
u-("1)-()-

|A; N Ay =1
|A; N A3 =|AaNAs| =|AiNANA=0.

Za izracun moci mnozice A; si predstavljamo, da najprej v rdeco skatlo damo 6 zog
in potem delimo samo Se 6 zog. Za izracun moci mnozice A, si predstavljamo, da
najprej v modro skatlo damo 6 Zog in potem delimo samo Se 6 zog in tako naprej.
Nacinov za izbiro 12 zog je torej

91 =28 =28 -3+ 1=33.

Da bo produkt (p; — 1)(p2 — 2) ... (p, — n) sodo Stevilo, mora biti vsaj eden izmed
faktorjev sod. To pa pomeni, da morata biti oba ¢lena v faktorju iste parnosti -
oba soda ali oba liha. Med stevili 1,2,...,n je (n — 1)/2 sodih stevil in (n + 1)/2
lihih stevil, saj je n liho. Lihih Stevil je torej ve¢ kot sodih. Enako velja za Stevila
D1, P2y - -+ Pn. Zato se ne more zgoditi, da bi bila v vsakem faktorju ¢lena razlicne
parnosti - vsaj en faktor je takSen, da sta oba ¢lena liha. Potem pa je njuna razlika
soda in je tudi celoten produkt sod.

kolokvij, 12. januar 2011

. Problem predstavimo kot problem iz teorije grafov takole: tocke grafa G so ljudje,

dve tocki sta povezani, ¢e se ustrezna cloveka ne poznata. Sedezni red je potem
Hamiltonov cikel v grafu G.

Graf ima 10 tock. Ker vsak clovek pozna natanko tri ljudi, ne pozna Sestih ljudi.
Vsaka tocka v grafu ima torej stopnjo 6. Ker je stopnja vsake tocke enaka 6 in
6 > 5 =10/2, ima po Diracovem izreku graf G Hamiltonov cikel. Ustrezni sedezni
red torej obstaja.

Nalogo lahko resimo tudi tako, da dve tocki povezemo, Ce se ustrezna cloveka poz-
nata. V tem primeru is¢emo Hamiltonov cikel v komplementu grafa.

. Vsak od grafov ima dve tocki lihe stopnje. Torej ima Eulerjev sprehod, ne pa

obhoda. Graf ima Eulerjev obhod samo, ¢e imajo vse njegove tocke sodo stopnjo.
Potrebujemo eno potezo - stevilo tock lihe stopnje delimo z 2.
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Graf A ni Hamiltonov po razpadnem kriteriju: ¢e odstranimo tocko 2, graf razpade
na 2 komponenti. Dvodelen ni, saj ima cikel lihe dolzine 2,5, 9, 2.

Graf C' je dvodelen, saj lahko njegove tocke razdelimo na mnozici V; = {1,2,7,8,9}
in V; = {3,4,5,6} tako, da ima vsaka povezava eno krajisée v mnozici Vj, drugo
pa v mnozici V5. Hamiltonov ni, saj je dvodelen in imata mnozici iz dvodelnega
razbitja razlicno moc, |V;| # |Val.

Graf B ni Hamiltonov po razpadnem kriteriju: ¢e odstranimo tocki 4 in 7, graf
razpade na 3 komponente. Dvodelen ni, saj ima cikel lihe dolzine, na primer
1,2,7,6,5,4,3,1.

Graf D ni Hamiltonov po razpadnem kriteriju: ¢e odstranimo tocko 3, graf razpade
na 2 komponenti. Dvodelen ni, saj ima cikel lihe dolzine 4,5, 6, 4.

. Graf C' je dvodelen, zato ni izomorfen nobenemu od grafov A, B, D. Grafa A in D

imata trikotnik, graf B pa ne. Torej graf B ni izomorfen nobenemu od grafov A in
D.

Grafa A in D sta izomorfna. To najlazje preverimo tako, da graf A lepse nariSemo
- da izgleda enako kot graf D in potem preslikamo tocke grafa A v istolezne tocke
grafa D. Oba grafa sta sestavljena iz trikotnika, Sestkotnika in mostu med njima.
Most preslikamo v most, trikotnik v trikotnik in Sestkotnik v Sestkotnik. Primer
izomorfizma je podan v spodnji tabeli (jih je ve¢, saj lahko trikotnika in Sestkotnika
zasukamo). Izomorfizem podamo s permutacijo tock:

/123456789
Y“\l9o4175382¢6)"

Sedaj je potrebno preveriti Se, da se povezave preslikajo povezave. Ce sta grafa
enako narisana, je to o¢itno. Sicer za vsako povezavo posebej to preverimo.

DN

. Oznacimo z a,, Stevilo nizov dolzine n iz znakov 0, 1,2, 3, pri katerih se 3 nikoli ne
pojavi za 0. Najprej poisc¢imo rekurzivno enacbo, ki ji zadosca zaporedje (a,). Vsak
niz dolzine n — 1 lahko nadaljujemo z 0, 1 ali 2. Nizov dolzine n, pri katerih se 3
ne pojavi za 0 in se kon¢ajo z 0, 1 ali 2 je torej 3a,_;. Ce se niz dolzine n konéa s
3, na nobenem od prejsnjih n — 1 mest ne sme biti nicle. Vsi drugi nizi so ustrezni.
Imamo torej 3"~ ! nizov dolZine n, pri katerih se 3 ne pojavi za 0 in se konéajo s 3.
Velja torej zveza
an, = 3ap_1 + 3"

oziroma
(pi1 — 3a, = 3".

Ker je rekurzivna enacba prvega reda, potrebujemo Se en zacetni clen, a; = 4, saj
so vsi nizi dolzine 1 ustrezni.

Najprej resimo homogeno enacbo. Karakteristicni polinom enacbe K(z) = = — 3
ima eno niclo 1. stopnje, x = 3. Zato je splosna resitev homogene enacbhe enaka

a, =A-3".
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Sedaj potrebujemo Se posebno resitev, ki jo izracunamo z nastavkom a,, = B-n-3".
Ker je 3 nicla karakteristicnega polinoma, je bilo potrebno dodati faktor n. Nastavek
vstavimo v rekurzivno enacbo in dobimo B = 1/3. Splosna resitev rekurzivne enacbe
je tako enaka
1
an:A-3"+§n3”.

Konstanto A izracunamo iz zacetnega pogoja: a; = 4 = 3A + 3, torej je A = 1.
Resitev enacbe je torej

1
n=3"+-n 3"
a +3n

izpit, 3. februar 2011

Lihih stevk je 5, sodih stevk je 5 in Sestmestno Stevilo ima Sest mest, a se ne sme
zaceti z 0. Obravnavamo dve moznosti: na prvem mestu je soda stevka ali na prvem
mestu je liha stevka. V vsakem od primerov pa imamo lahko 1, 3 ali 5 lihih Stevk.

Ce je na prvem mestu liha Stevka, jo lahko izberemo na 5 nacinov. Ce imamo samo
eno liho stevko, je ostalih pet stevk sodih in jih lahko izberemo na 5° nacinov. Ce
imamo tri lihe Stevke, je ena Zze na prvem mestu, izbrati pa moramo Se dve izmed
petih mest za preostali dve. Za pet lihih Stevk moramo izbrati Stiri mesta izmed
preostalih 5. Za vsako izmed petih mest pa imamo Se 5 moznih vrednosti. Skupaj

imamo torej
5 5
5- (1+ (2) + (4)> 5% =16 - 5% = 250000

stevil, ki se zacnejo z liho stevko.

Podobno sklepamo, ¢e je na prvem mestu soda sStevka, le da v tem primeru ne
smemo izbrati ni¢le za prvo mesto, na preostala mesta pa postavimo po 1, 3 ali 5
lihih stevk. Imamo torej

() 0)+ () =07

stevil, ki se zac¢nejo s sodo stevko. Skupaj imamo torej 250000 + 200000 = 450000
ustreznih Stevil.

Do resitve vodi tudi bliznjica. Vseh Sestmestnih stevil je 9 - 10° = 900000, ker na
prvem mestu ne sme biti ni¢le, na preostalih mestih pa lahko nastopi katerakoli od
destih stevk. Stevil z lihim Stevilom lihih tevk je ravno toliko kot tistih s sodim
Stevilom lihih stevk.

To pokazemo tako, da poiStemo bijekcijo med njimi. Na primer, ¢e na zadnjem
mestu zamenjamo 0z 1, 1z 2,2s3,..., 829in 9 z 0, smo Stevilu z lihim stevilom
Stevk priredili stevilo s sodim Stevilom Stevk. Obratna preslikava preslika stevila
s sodim stevilom lihih stevk v Stevila z lihim Stevilom lihih Stevk. Preslikavi sta
ocitno bijekciji. Torej je vseh Sestmestnih Stevil z lihim Stevilom lihih Stevk enako
900000/2 = 450000.
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2. Nalogo resujemo z nekoliko prirejenim Dirichletovim nacelom: kvadrat bi radi razdelili
na ve¢ kot 4049 celic, da bi vsaj ena celica ostala prazna - le ta bi ustrezala pra-
vokotniku velikosti 10 x 20, ki ima prazen presek z vsakim izmed Zetonov.

Ce za celice vzamemo kar mrezo pravokotnikov velikosti 10 x 20, ki se dotikajo,
dobimo sicer 50 - 100 = 5000 celic, a en zeton se lahko seka kar s Stirimi celicami
naenkrat in gornje ideje ne moremo uporabiti. Celice moramo izbrati tako, da se en
zeton ne more dotikati dveh celic naenkrat.

Na primer, za celice izberemo pravokotnike velikosti 10 x 20, ki se ne dotikajo,
razdalja med njimi pa je ve¢ kot 1, na primer 1.1. Taksnih pravokotnikov lahko v
kvadrat s stranico 1000 postavimo vsaj

1 1
][] = o0 a7 = a2

11.1 21.1

Vsak Zeton je v najvec eni celici, zato vsaj ena celica ostane prazna. Torej imamo
pravokotnik velikosti 10 x 20, ki ima prazen presek z vsakim izmed zZetonov.

3. Graf G ni ravninski, saj vsebuje subdivizijo grafa Kj5. Sestavljajo jo na primer
gornje 4 tocke in ena od spodnjih, glej sliko, kjer so tocke in povezave subdivizije
K5 odebeljene. (V grafu G lahko najdemo tudi subdivizijo grafa Kj3).

Graf G ni samokomplementaren. Vse njegove tocke imajo stopnjo 4, tocke v G pa
imajo stopnjo 8 — 1 — 4 = 3. Torej GG in G ne moreta biti izomorfna.

Ker graf G vsebuje kliko velikosti 4 (sestavljajo jo na primer gornje 4 tocke), potre-
bujemo vsaj 4 barve. Zgornjo mejo lahko dobimo z barvanjem tock (graf pobarvamo
s 4 barvami) ali iz Brooksovega izreka: za barvanje grafa, ki ni poln graf ali lih cikel,
potrebujemo najve¢ A(G) = 4 barve. Barvnost grafa G je torej enaka 4.

4. Nobena od trditev ne drzi, saj lahko za vsako najdemo protiprimer. Protiprimer za
trditvi (a) in (c) je lahko kar cikel na 4 tockah. Je Hamiltonov in Eulerjev na sodem
stevilu tock. Njegov komplement je sestavljen iz dveh kopij K5, to je iz dveh kopij
grafa na dveh tockah z eno povezavo. Le-ta pa ni niti Hamiltonov, niti Eulerjev,
saj sploh ni povezan in zato ne more imeti niti Hamiltonovega cikla niti Eulerjevega

obhoda.
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4.

Protiprimer za tocko (b) je na primer pot na treh tockah. Ni Hamiltonov, saj ima
tocke stopnje 1. Njegov komplement tudi ni Hamiltonov, saj ni povezan (ima samo
eno povezavo).

Za komplement Eulerjevega grafa, ki ima liho Stevilo tock, sicer velja, da imajo vse
njegove tocke sodo stopnjo. Vendar se lahko zgodi, da ni povezan! Vzemimo na
primer graf

Ko\{(1:2),(2:3),(1:3),(4:5),(5:6),(4:6),(7:8),(8:9),(7:9)}.

Ima 9 tock stopnje 6 in je povezan, torej ima Eulerjev obhod. Njegov komplement
pa je sestavljen iz treh trikotnikov. Vse tocke komplementa imajo sicer sodo stopnjo
(dve), a graf ni povezan in zato ne more imeti Eulerjevega obhoda.

izpit, 17. februar 2011

. Popolnih kvadratov med stevili od 1 do 1000000 je 1000 (to so stevila 12,22 ... 1000?),

popolnih kubov pa je 100 (to so stevila 12,23, ...,100%). Stevil, ki so hkrati popolni
kvadrati in popolni kubi, je 10 (to so stevila 16,26 ... 10°). Po pravilu vkljucitev
in izkljucitev dobimo

1000000 — 1000 — 100 4 10 = 998910
Stevil, ki niso niti popolni kvadrati, niti popolni kubi.

Vsota treh stevil je sodo stevilo, ¢e so vsa tri soda ali ¢e sta dve stevili lihi in eno
sodo. V mnozici {1,2,...,100} je 50 sodih in 50 lihih stevil. Tri soda Stevila lahko
zato s ponavljanjem izberemo na (50+33_1) = 22100 nacinov, dve lihi in eno sodo pa
na (50+2_1) (50) = 1275 - 50 = 63750 nacinov. Skupaj lahko tri stevila s sodo vsoto

2 1
izberemo na 22100 + 63750 = 85850 nacinov.

Graf GG ni ravninski, saj vsebuje subdivizijo grafa K5, glej sliko spodaj, levo. Graf
G ima Hamiltonov cikel, na primer 1,2, 3,4,5,6,7,8,9,10, 11,12, 1, glej sliko spodaj
v sredini, kjer so povezave, ki so v Hamiltonovem ciklu, pobarvane rdece. Barvnost
grafa GG je enaka tri. Sklepamo takole. Ker graf vsebuje kliko velikosti 3 (na primer
trikotnik 8,9,10,8), potrebujemo vsaj tri barve. Ker se da graf pobarvati s tremi
barvami, glej sliko spodaj, desno, potrebujemo najvec¢ 3 barve.

(a) Naj bo G enostaven graf na 25 tockah, ki ima 24 povezav in ni povezan. Ker
graf G ni povezan, ima vsaj dve povezani komponenti. Oznacimo s t Stevilo
povezanih komponent grafa G in z n;, i = 1,...,t, stevila tock v posamezni
komponenti. Povezan graf z n; tockami, ki nima cikla, ima najve¢ n;, — 1
povezav. Ce graf G nima nobenega cikla, potem ima najvec

t

> (ni—1)=25—t

=1

61



povezav. Ker je t > 2, je to najvec 23 povezav. Protislovje. Torej mora imeti
graf G cikel. Trditev velja.

(b) Trditev ne velja. Protiprimer je na primer graf, ki je sestavljen iz poti na 24
tockah in ene izolirane tocke. Ni povezan, ima 23 povezav, vendar ne vsebuje
nobenega cikla.

3. izpit, 5. september 2011

1. Nalogo resimo s pomocjo porazdelitev - prijatelji so elementi (jih razlikujemo), skatle
so sokovi (jih razlikujemo) in Skatle ne smejo biti prazne. Taksnih porazdelitev je
415(5,4) = 24 - 10 = 240.

2. Imamo 19 ¢rk, nekatere se pojavijo veckrat: A se pojavi stirikrat, T" se pojavi trikrat,
E I, K, M pa se pojavijo po dvakrat. Sestavimo lahko torej

19 19!
= — 52797352608000
(4,3, 2,2,2,1,1,1, 1) 413121212121

razlicnih besed. Besedo MATEM ATIK A vsebuje 10! = 3628800 razli¢nih besed.
Sklepamo takole: besedo MATEMATIK A stejemo za eno enoto. Tako imamo le
10 “érk”, od katerih se nobena ne pojavi veckrat.

Besedo DISK RETN A vsebuje

1 _ L = 1663200
3,2,2,1,1,1,1) 312121

razlicnih besed. Sklepamo takole: besedo DISK RETN A $tejemo za eno enoto.
Tako imamo le 11 “érk”, od katerih se A pojavi trikrat, M in T pa se pojavita
po dvakrat. Imamo le dve besedi, ki vsebujeta obe besedi, DISKRETNA in
MATEMATIKA. Po pravilu vkljucitev in izkljucitev je besed, ki ne vsebujejo
niti besede DISK RETN A niti besede MATEMATIK A enako

52797352608000 — (3628800 + 1663200) + 2 = 52797347316002.
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3. Graf G, ni ravninski, ker vsebuje subdivizijo grafa Kj3; na spodnji sliki so njene
povezeve prikazane s temnejSimi odebeljenimi ¢rtami. Graf G; ima Hamiltonov
cikel: ¢e potujemo po zunanjem ciklu in izmeni¢éno obis¢emo po dve tocki zunanjega
cikla in dve tocki v notranjosti, obiscemo vse tocke in koncamo, kjer smo zaceli. Graf
(i1 je dvodelen, torej je njegova barvnost enaka 2. Grafa GGy ni izomorfen grafu G,
saj prvi vsebuje cikle dolzine stiri, drugi pa ne.

4. Problem predstavimo kot problem iz teorije grafov takole: tocke grafa G so polja
Sahovnice, dve tocki sta povezani, ce imata na Sahovnici skupno stranico. Zanima
nas, ali obstaja Hamiltonova pot z zacetkom v tocki, ki ustreza spodnjemu levemu
vogalnemu polju, in koncem v tocki, ki ustreza desnemu gornjemu vogalnemu polju.

Graf G je enak grafu Ps0Ps. Ta graf je dvodelen. Ce njegove tocke pobarvamo z
dvema barvama, bosta vogalni tocki, ki nas zanimata, iste barve. Hamiltonova pot
pa ima sodo Stevilo vozlis¢ (64), kar pomeni, da bosta njen zacetek in konec razlicne
barve. Torej Hamiltonova pot z zacetkom in koncem v nasprotnih vogalnih tockah
ne obstaja.

1. kolokvij, 23. november 2011

1. Izpit je opravilo 18 studentav, 14 Studentov pa izpita ni opravilo.
(a) Student, ki je izpit opravil, je resil najvec pet nalog, student, ki izpita ni opravil,
pa najveC eno. Skupaj torej najvec 18 -5+ 14 -1 = 104.
(b) Student, ki je izpit opravil, je resil najmanj dve nalogi, student, ki izpita ni
opravil, pa najmanj ni¢. Skupaj torej najmanj 18 -2 + 14 -0 = 36.
(¢) Ce bi vsako nalogo resilo najve¢ 7 studentov, ne bi mogli resiti najmanj 36
nalog, saj je 5-7 = 35 < 36. Torej je vsaj eno nalogo resilo vsaj 8 studentov.

(d) Ce bi vsako nalogo resilo vsaj 21 studentov, bi skupaj resili 21-5 = 110 > 104
nalog. Torej je vsaj eno nalogo resilo najvec 20 studentov

2. Da od tocke (0,0) pridemo v tocko (8,10), se moramo premakniti za 8 enot v desno
in 10 enot navzgor. Ker naredimo tri korake v smeri (1,1), je treba narediti se 5
korakov v desno in 7 korakov navzgor. Vseh korakov skupaj je torje 3+ 5+ 7 = 15.
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Korake v razlicnih smereh lahko naredimo v poljubnem vrstnem redu, skupaj torej

w 15 15!
— 2 — 360360
(3, 5, 7) 315171

nacinov.
Od 14 studentov jih 5 vedno sedi v prvi vrsti, 4 vedno v drugi vrsti, 5 pa jih lahko
sedi v prvi ali drugi vrsti.

Izberemo 5 sedezev v prvi vrsti in nanje posadimo 5 Studentov, ki vedno sedijo v
prvi vrsti. Nato izberemo 4 sedeze v drugi vrsti in nanje posadimo 4 Studente, ki
vedno sedijo v drugi vrsti. Izmed preostalih 7 sedezev v prvi in drugi vrsti izberemo
Se b sedezev za preostale studente. Skupaj to naredimo na

8 8 7
I 4! I' = 28449792
(5)5 (4) <5>5 8449792000

Razporedov Sestih ljudi okoli okrogle mize je toliko, kot je ciklicnih permutacij Sestih
elementov, le-teh pa je (6 — 1)! = 5! = 120.

nacinov.

Pri drugem delu naloge od stevila vseh razporedov odstejemo Stevilo tistih, kjer
vsaj en par sedi skupaj. Razporedov, kjer prvi par sedi skupaj, je 4! - 2: ¢e prvi
par Stejemo kot eno enoto, Stejemo ciklicne permutacije petih enot, na dva nacina
pa doloc¢imo Se vrstni red para. Podobno dobimo, da je stevilo razporeditev, kjer
prvi in drugi par sedi skupaj, enako 3! - 22, vsi trije pari sedijo skupaj pa na 2! - 23
nacinov. Po pravilu vkljucitev in izkljucitev dobimo

3 3 3
| — 41.2 .22 — 20. 2% =32
(e (o= ()22 -

nacinov.

kolokvij, 30. januar 2012

Z a,, oznacimo Stevilo nacinov, na katere lahko pokrijemo Sahovnico velikosti 2 X n s
ploscicami velikosti 2 x 1 in 2 x 2. Najprej izracunajmo prvih nekaj ¢lenov zaporedja

(an).
a; =1 (1 navpi¢na ploscica 2 x 1)
ay =3 (2 navpicni ali dve vodoravni plosé¢ici 2 x 1 ali ena ploscica 2 x 2)
as = )
Pokrivanje Sahovnice lahko zaklju¢imo na tri nacine: z eno navpi¢no ploscico ve-

likosti 2 x 1, z dvema vodoravnima plos¢icama 2 x 1 ali pa s plos¢ico velikosti 2x2. V
prvem primeru najprej na vse mozne nacine pokrijemo sahovnico velikosti 2x (n—1),

64



3.

kar lahko storimo na a,_; nac¢inov. V drugem in tretjem primeru pa najprej na vse
mozne nacine pokrijemo $ahovnico velikosti 2 x (n — 2), kar lahko storimo na a,_»
nacinov. Velja torej

Ay, = Qp—1 + 20,,_o.

Karakteristi¢ni polinom enacbe K(x) = x? —x — 2 ima dve nicli, 2 in —1, ki sta obe
stopnje 1. Zato je splosna resitev enacbe enaka

a, =A-2"+B-(=1)".
Konstanti A in B izracunamo iz zacetnih pogojev.

a; = fl%—lgiz 1,
a9 = 4/1%—1322 3.
Resimo sistem dveh enacb z dvema neznankama in dobimo A = 2/3 in B = 1/3.
Resitev gornje rekurzivne enacbe je torej
2 1

h=o 2 s (=),
tn=3-2"+ 3 (=1)

Najprej prvi sumand A(z) razstavimo na parcialne ulomke,

11 L1 z?
2 2-3 2 x—-1 (v—2)%

1 1 1 1 1 1 1
Aw) = 5 (-3) oty T s
2 3 1-2"2 12 8 (1-2)
1 z\" 1 3+n—-1 n
T T ()6
6 3 2 8 n 2
n>0 n>0 n>0

Prva dva ¢lena zaporedja izracunamo posebej,

_11”+1 =0,1
an—63 2zan—,.

L L\ 1n "

" 6\3 2 8\2/\2 '

1/1\* 1 174\ /1\? 1207
ags=—=135) tz—3 - = —
6\3 2 8\2/\2 3888

(a) Graf K3 ima Hamiltonov cikel, glej spodnjo sliko, na kateri so povezave iz
Hamiltonovega cikla pobarvane rdece. Graf K34 nima Hamiltonovega cikla
po razpadnem kriteriju: ¢e odstranimo tri tocke (eno rdeco in dve ¢rni), graf
razpade na §tiri komponente (Stiri modre tocke, ki med sabo niso povezane).

Zan > 2 pa je

Torej je
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4.

(b) Graf K25 je ravninski, saj ga lahko v ravnino nariSemo tako, da se njegove
povezave ne sekajo, glej sliko spodaj. Graf K 3 ni ravninski, saj vsebuje Ks 3
kot podgraf - samo izpustimo povezavi med rdeco in ¢rnima tockama.

(c¢) Graf Kj4 vsebuje trikotnik, zato potrebujemo vsaj tri barve. Tri barve pa
so dovolj po definiciji, saj tocke iste barve (rdece, ¢rne, modre) med sabo niso
povezane. Torej je barvnost grafa K 24 enaka 3.

K3 Kiss

Problem predstavimo kot problem iz teorije grafov takole. Sestavimo graf G. Tocke
grafa G so Sahisti. Tocki v in v sta sosednji, e Sahista v in v odigrata partijo. Graf
G ima 6 tock, 8 povezav in vse tocke imajo stopnjo 2 ali 3. V grafu G is¢emo Stevilo
tock stopnje 2.

Oznacimo z ne Stevilo tock stopnje 2 in z ng Stevilo tock stopnje 3 v G. Lema o
rokovanju nam da zvezo 2ny +3nz = 2- 8. Velja Se ny +n3 = 6. Od tod izracunamo
ny = 2, ng = 4. Torej sta natanko dva Sahista odigrala po dve partiji.

Vsi mozni grafi s 6 tockami in 8 povezavami, pri katerih imajo vse tocke stopnjo
2 ali 3, so prikazani na spodnji sliki. Uredimo jih glede na razdaljo med tockama
stopnje 2, ki je lahko 1, 2 ali 3. Zadnja dva grafa sta neizomorfna, saj ima eden
trikotnik, drugi pa ne.

oo &0

Opomba. Lahko poiséemo tudi vse neizomorfne komplemente, ki imajo stiri tocke
stopnje 2 in dve tocki stopnje 3.

izpit, 2. februar 2012

. Dolzine ciklov lahko doloéimo na 4 na¢ine: 7=1+14+5=14+2+4=1+3+3 =

242+ 3. Za permutacijo prvega tipa najprej izberemo 5 elementov izmed 7 za cikel
dolzine 5. Ciklicnih permutacij 5 elementov pa je 4!. Celotna permutacija je s tem
enolicno dolocena. Permutacij prvega tipa je torej (g) - 4!, Podobno dobimo, da
je permutacij drugega tipa (Z) -3l (g) Pri permutacijah tretjega in Cetrtega tipa
izbiramo elemente za dva cikla iste dolzine, vrstni red teh ciklov pa ni pomemben,
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zato je treba rezultat deliti Se dva. Celotno stevilo permutacij s tremi disjunktnimi
cikli je torej enako

(g) o @ o (2) ' @ @ A2 (Z) (2) - 21/2 = 1624,

2. Imamo 12 ¢rk, pri tem pa A nastopi trikrat, £, N in P pa po dvakrat.

(a) Od stevila vseh nacinov odstejemo stevilo tistih, pri katerih P nastopi zapore-
doma. PP stejemo kot eno enoto. Dobimo
12! 11!

31219121 312191 8316000 nacinov.

(b) Uporabimo pravilo vkljuéitev in izkljucitev. Od stevila vseh nac¢inov odstejemo
stevilo tistih, pri katerih se P ali F pojavita po dvakrat in pristejemo Stevilo
tistih, pri katerih se P in E oba pojavita po dvakrat. Dobimo

12! 11! 10! ..
31212121 2 31212l 3~ 090p20 macinov.

(c) Spet od stevila vseh nacinov odstejemo Stevilo tistih, pri katerih A nastopi
zaporedoma. Ce AA Stejemo za eno enoto, bomo AAA steli dvakrat, kot
AA,Ain A, AA. Trije zaporedni A-ji se pojavijo na o (AAA $tejemo za

v 21212
eno enoto). Stevilo ustreznih razporeditev je torej enako
12! 11! 10!
31212121 (2!2!2! - 2!2!2!) = 5443200,

(d) Uporabimo pravilo vkljuéitev in izkljucitev. Pri tem upostevamo, da je raz-
poreditev ¢rk

— z vsaj dvema zaporednima ¢rkama A enako #1,'2, - #0!!2!,

— z dvema zaporednima ¢rkama E, N ali P enako zH:,

— 7z vsaj dvema zaporednima A-jema in zaporednim F-jem, N-jem ali P-jem
enako 2% — o5

— 7z dvakrat dvema zaporednima ¢rkama F, N ali P enako 31!—02!!,

— z vsaj dvema zaporednima A-jema in dvema zaporednima FE-jem, N-jem

C D 9l _ 8!
ali P-jem enako 3; — 5,

. . o . . |
— 7z zaporednimi vsemi ¢rkami E, N ali P enako =

3120
— z vsemi $tirimi ¢rkami zaporedoma enako 8! — 7!.

Po pravilu vkljucitev in izkljucitev dobimo

12! 11! 10! ; 11! ; 10! 9! 310!
srar2121 \\ 21121 ~ arar2r ) T P310m91 ) orol 2121) To3191)

9 8! 9!
— (3 <§—5> +3ﬁ) + (8 =17

nacinov.

67



3.

(a)

Pomembno je samo, koliko kovancev za dva centa uporabimo (znesek, ki ostane,
placamo s kovanci za en cent): uporabimo lahko najmanj 0 kovancev po dva
centa in najve¢ |n/2] kovancev za dva centa. Stevilo nacinov za placilo zneska
n cenotv je torej [n/2] + 1.

Tu je pomemben Se vrstni red izplacevanja. Naj bo a, Stevilo nacinov za
izplacilov zneska n centov. Potem je

CL1:1 (1)
ap=2 (1+1,2)
az=3 (1+1+1,14+22+1).

Zadnji kovanec, ki ga izplacamo, je lahko za en cent ali pa za dva centa. V
prvem primeru smo prej izplacali znesek n — 1, kar lahko storimo na a,_;
nacinov. V drugem primeru smo prej izplacali znesek n — 2, kar lahko storimo
na a,_o nacinov. Velja torej

p = Qp—1 + Ap—2.

Karakteristi¢ni polinom enacbe K(z) = z? —z — 1 ima dve nicli 1. stopnje,
(1++/5)/2in (1 —+/5)/2. Zato je splosna resitev enacbe enaka

w5 ()
2 2

Konstanti A in B izracunamo iz zacetnih pogojev. Zaradi lazjega racunanja
lahko vzamemo ag = 1 (znesek 0 lahko izpla¢amo na 1 nacin; tako dolocen ag
tudi ustreza rekurzivni zvezi).

apg — A+B:1,
a = AQ1++V5)/24+B(1-V5)/2=1.

Resimo sistem dveh enach z dvema neznankama in dobimo A = (5 + /5)/10
in B = (5—/5)/10. Resitev gornje rekurzivne enacbe je torej

:5+¢5<1+¢5>"+5_¢3<1_¢5>"

n 10 2 10 2

Opazimo lahko , da je zaporedje (a,) Fibonaccijevo zaporedje.

Graf G je dvodelen, saj ga lahko pravilno pobarvamo z dvema barvama, glej
sliko spodaj. Graf G ni Hamiltonov, saj je dvodelen in ima liho Stevilo tock
(stevilo belih tock ni enako Stevilu érnih tock; belih tock je 7, érnih pa 8).

Grafa GGy in (3 sta dvodelna na lihem Stevilu tock, zato nista Hamiltonova.
Grat G4 ima Hamiltonov cikel, glej sliko spodaj. Grat Gy ni Hamiltonov.
Sklepamo takole. Ce bi GG; imel Hamiltonov cikel, bi le-ta vseboval vse povezave,
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2.

1.

2.

ki so sosednje tockam stopnje 2. Zato ne bi vseboval dodane povezave ac. Ven-
dar pa je graf brez te povezave dvodelen na lihem Stevilu tock, zato nima
Hamiltonovega cikla.

Grafa Gy in G35 sta izomorfna: ce graf G3 prezrcalimo Cez premico, na kateri
lezi povezava ab, dobimo isto risbo kot za Gy, glej sliko spodaj. Izomorfizem
grafov je preslikava, ki preslika tocke Gy v istolezne tocke (G3 na prezrcaljeni
rishbi. Grafa GGy in G5 sta dvodelna, grafa GG; in G4 pa ne, zato G in G3 nista
izomorfna grafoma G, in G4. Graf G4 je Hamiltonov, graf GG; pa ne, zato tudi
(1 in G4 nista izomorfna.

izpit, 17. februar 2012

Vsota treh stevil bo deljiva s 3, ¢e imajo vsa isti ostanek pri deljenju s 3 ali pa ima
eno ostanek pri deljenju s 3 enak 0, drugo 1 in tretje 2. Med stevili od 1 do 100 jih
ima 34 ostanek pri deljenju s 3 enak 1, 33 jih ima ostanek pri deljenju s 3 enak 2 in
33 jih ima ostanek pri deljenju s 3 enak 0. Tri stevila lahko izberemo torej na

(5 (5)-()0)(5) oo

(a) Posebej delimo jabolka, ki jih ne razlikujemo, in ostalih 5 sadezev, ki jih raz-
likujemo. Nalogo lahko resimo s pomocéjo porazdelitev. Celice so ljudje (3), jih

nacinov.
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razlikujemo, elementi pa so v prvem primeru jabolka (6), ki jih ne razlikujemo,
v drugem primeru pa ostali sadezi (5), ki jih razlikujemo. Sadeze lahko torej
razdelimo na

6+3—1
( +6 )-35:6804

nacinov.

(b) Nalogo resimo s pomocjo pravila vklju¢itev in izkljucitev. Definirajmo mnozice
A; kot mnozice razdelitev, kjer oseba ¢ ne dobi ni¢; torej delimo samo dvema
osebama. Potem je

6+2—1
|Ai|:(+6 )-25:7-32:224.

Za i # j velja |A; N A;| =1, saj vse dobi ena oseba. Ker vse razdelimo, velja
tudi |A; N A2 N As| = 0. Po pravilu vkljucitev in izkljucitev dobimo

|A; U Ay U Ag| =
= |A1] + |Ag| + |A3| — |[A1 N Ay — |A1 N As| — |Aa N As| + | A1 + Ag + A3
=3 - 224 — 3 = 669.

Sedaj Se od stevila vseh moznih razdelitev odstejemo stevilo tistih, pri katerih
vsaj eden ne dobi ni¢. Dobimo 6804 — 669 = 6135 moznosti.

3. Oznacimo z A(z) rodovno funkcijo zaporedja (a,). Iz rekurzivne enacbe dobimo
rodovno funkcijo na naslednji nac¢in: rekurzivno enaé¢bo pomnozimo z "+ in ses-
tavimo formalne vsote ¢lenov za n > 0. Dobimo

E CLn+1[En+1 —9 E anl,n-l—l _ E 2n+1xn+1.

n>0 n>0 n>0

Prva vsota je enaka A(x)—ag, druga vsota je enaka 2xA(x), tretja vsota pa je enaka
2x/(1 — 2x). Dobimo linerno enacbo za A(x)
2z _2—2z

A(x)(1—2$)21_2x+2—1_2x

in izracunamo A(z) = (2—2x)(1—2z)"2. S pomocjo binomskega izreka za negativne
eksponente zapisemo A(z) v obliki formalne potencne vrste

Aw) = -2 (“” - 1) (20)"

n
n>0

= (2-22)) (n+1)(22)"

n>0

= 2) (n+1)Q2x)" =22 (n+1)(22)".

n>0 n>0

Od tod izratunamo a, = 2(n +1) - 2" —2n - 2" = (n 4 2) - 2™
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4.

Problem predstavimo kot problem iz teorije grafov takole. Sestavimo graf G =
(V, E). Tocke grafa G so mozna Stevila pik na domini; V = {0,1,...,6}. Tocki u
in v sta sosednji, ¢e imamo domino, ki ima na eni strani u pik, na drugi strani pa v
pik. Is¢emo Eulerjev sprehod oziroma Eulerjev obhod v grafu G.

Graf GG je narisan na spodnji sliki. Ker ima 4 tocke lihe stopnje, nima niti Eulerjevega
sprehoda, niti Eulerjevega obhoda. Torej je odgovor na obe vprasanji NE. Iz slike
vidimo, da je graf G ravninski, saj je narisan tako, da se noben par povezav ne seka.

G 2

izpit, 5. september 2012

. Skatlo, v kateri bo 16 predmetov, izberemo na 3 nacine, predmete, ki jih damo v to

24
skatlo pa na (16) nacinov. Ostane Se 8 predmetov, ki jih razdelimo v dve skatli:

za vsakega od njih se na dva nacina odloc¢imo, v katero od skatel ga damo. Dobimo
24
3- (16> - 2% = 564841728

nacinov. Ce so skatle enake, na ?2 nacinov izberemo predmete za Skatlo, v
kateri bo 16 predmetov. Za drugi del naloge lahko uporabimo porazdelitve. Celici
sta Skatli (2), ki ju ne razlikujemo, ena od celic je lahko prazna, elementi pa so
predmeti (8), ki jih razlikujemo. Dobimo S(8,1) +5(8,2) = 1+ 127 = 128 nacinov.
Se enostavneje je, e stevilo razdelitev osmih predmetov v dve skatli, kjer skatli
razlikujemo, delimo z 2 (Stevilom vrstnih redov dveh skatel). Skupaj dobimo

24 128 = 94140288
16 N

nacinov.

Uporabimo pravilo vkljucitev in izkljucitev. Najlazje je, ¢e delamo z matrikami, ki
nimajo nobenega nicelnega stolpca, in prestejemo tiste med njimi, ki nimajo nobene
nicelne vrstice.

Nenicelnih stolpcev dolzine 3 je 103 —1 = 999, matrik, ki nimajo nobenega ni¢elnega
stolpca je po potem pravilu produkta enako 999° = 997002999. Ozna¢imo z A;
mnozico matrik, ki imajo ni¢elno i-to vrstico za ¢ = 1,2, 3. Pri taksnih matrikah je
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v vsakem stolpcu treba dolo¢iti samo Se dva elementa. Zato velja |A;| = (102 —1)* =
970299. Matrik z dvema nicelnima vrsticama i # j pa je |4;NA4;| = (10—1)* = 729.
Vse tri vrstice ne morejo biti nicelne, zato je A; N Ay N A; = (0. Od stevila vseh
matrik s samimi nenic¢elnimi stolpci sedaj odstejemo stevilo tistih matrik, ki imajo
vsaj eno nic¢elno vrstico. Po pravilu vkljucitev in izkljucitev dobimo

997002999 — (i’) - 970299 + (;) 729 — 0 = 994094289

matrik, ki imajo same nenicelne vrstice in same nenicelne stolpce.

Graf A je dvodelen, zato je njegova barvnost enaka 2. Vsi ostali grafi vsebujejo cikel
lihe dolzine, zato je njihova barvnost vsaj 3. Ker vse lahko pravilno pobarvamo s
tremi barvami (glej sliko spodaj), je njihova barvnost enaka 3.

FELID

Grafi A, B in D so ravninski, saj jih lahko narisemo v ravnino tako, da se noben
par povezav ne seka, glej sliko spodaj. Grafa C' in E nista ravninska, saj vsebujeta
podgraf, skrcljiv na K 3, na sliki spodaj prikazan z rdece pobarvanimi povezavami.

A

DOWIw

4.

A B C D E

Graf A ni izomorfen nobenemu od ostalih grafov, saj je edini dvodelen. Grafa B in
D nista izomorfna, saj ima graf B dva cikla dolzine 3, graf D pa stiri cikle dolzine
3. Grafa B in D sta ravninska, zato nobeden od njiju tudi ni izomorfen grafoma C
ali F, ki nista ravninska. Tudi grafa C' in F nista izomorfna, saj ima graf £ cikel
dolzine 3, graf C' pa ne.

(a) V Petersenovem grafu so vsa vozlis¢a enakovredna, zato je dovolj, da najdemo
Hamiltonov cikel za G — v za poljubno tocko v, kar ni tezko.

(b) Dokazujemo s protislovjem. Recimo, da je G hipo-Hamiltonov graf in v vozligce
stopnje vsaj (n — 1)/2 + 1. Naj bo C = wyv;...v,_jv; Hamiltonov cikel v
G —v. Ker ima v vsaj (n — 1)/2 + 1 sosedov, sta vsaj dva od njih zaporedna
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na C'; brez skode za splosnost lahko vzamemo, da sta to v,_; in vy (sicer lahko
tocke preimenujemo). Potem pa je wvgv;...v,_1v,v; Hamiltonov cikel v G.
Protislovje.

1. kolokvij, 5. december 2012

1. (a) Izmed desetih parov izberemo pet parov na (150) nacinov, pri vsakem paru pa
sta Se dve moznosti, koga izbrati. Skupaj torej lahko izberemo 5 parov na

10
- 2° = 8064
(5)

nacinov. Alternativno: najprej izberemo enega izmed 20 ljudi, nato enega
izmed 18 (partnerja ne izberemo), in tako naprej, na koncu delimo $e z vsemi
moznimi vrstnimi redi izbire, ker vrstni red izbire ni pomemben. Nacinov je
torej
20-18-16-14-12
5!

(b,c) Izkaze se, da sta pri teh podatkih nalogi enaki. Da izberemo 5 ljudi, od tega
tocno dva para, izmed 10 parov izberemo dva, izmed preostalih 16 ljudi izber-

emo pa enega. To storimo na
10
<16 =720
()

2. Pri stetju si lahko pomagamo s porazdelitvami. Elementi so sladkarije ene vrste,
neoznaceni. Celice so otroci, oznaceni. Pri prvem vprasanju so celice lahko prazne.
Zmnozimo Stevilo nacinov za razdelitev ¢okolad, piskotov in bonbonov in dobimo:

G [ [t U 161

Pri drugem vpraSanju je zahtevano, da vsak otrok dobi vsaj eno sladkarijo, torej
vsaj eno cokolado ali piskot ali bonbon. Od stevila vseh moznosti odstejemo Stevilo
tistih, pri katerih kaksen od otrok ne dobi nic.

= 8064.

nacinov.

Pomagamo si s pravilom vkljué¢itev in izkljucitev. Naj bo A;, i = 1,2, 3,4, mnozica
razdelitev, pri katerih otrok 7 ne dobi ni¢. Delimo torej med tri otroke, zato

()T () E) ) e

Ce po dva otroka ne dobita ni¢, delimo samo dvema otrokoma. Zato je za i # j

G [ R HICIG R
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Ce po trije otroci ne dobijo ni¢, Getrti otrok dobi vse. Trojni preseki mnozic A;
imajo torej moc 1, ¢etvorni preseki pa so prazni, saj nekdo mora dobiti sladkarije,
¢e vse razdelimo. Po pravilu vkljucitev in izkljucitev dobimo

4 4 4
94080 — (1> - 5880 + (2) <168 — (3) -1 =71564

moznih razdelitev.

3. Nalogo lahko resujemo s pomocjo porazdelitev. Predmeti (8) so elementi, oznaceni
(jih razlikujemo), dnevi (5) so celice, oznacene.

(a) Pri tej nalogi so celice neprazne. Razdelitev je torej
5!15(8,5) = 120 - 1050 = 126000.

(b) Od stevila vseh moznosti odstejemo Stevilo tistih, pri katerih je na urniku vsak
dan vsaj en predmet. Dobimo:

5% — 126000 = 390625 — 126000 = 264625.

(c¢) Najhitreje nalogo resimo, ¢e upostevamo, da je razdelitev, pri katerih je v petek
manj predmetov kot v torek, enako, kot razdelitev, pri katerih je v torek manj
predmetov kot v petek. Od stevila vseh razdelitev je torej treba odsteti Stevilo
tistih, pri katerih je predmetov v torek in v petek enako, in deliti z dva.

Moznosti, pri katerih je v petek in v torek enako predmetov, je

onrne () () () -

Po vrsti smo sesteli, ko je v torek in petek po 0,1,2,3 ali 4 predmetov. Dobimo

torej
5% — 86515

2

= 152055

razdelitev.

Nalogo je mozno resiti tudi z nastevanjem vseh moznosti, pri katerih je v petek
manj predmetov kot v torek (0:1-8, 1:2-7, ... ,3:4-5), vendar je moznosti zelo
veliko, in jih je tezko pravilno sesteti.

4. Najmanjsa izmed vsot po treh elementov med 2 in 500 je 12 = 2 4+ 4 + 6, najvecja
pa 1494 = 496 + 498 + 500. Moznih vsot je torej (1494 — 12)/2 + 1 = 742.
Podmnozic moci 3 mnozice z 18 elementi je (138) = 816.

Ker je podmnozic moci 3 ve¢ kot moznih vsot, imata po Dirichletovem nacelu vsaj
dve podmnozici isto vsoto elementov.

(Elementi so podmnozice, celice so mozne vsote).
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2. kolokvij, 24. januar 2013

1. Razvijmo (1 — 2)~% po binomskem izreku za negativne koeficiente:

G- =% (6+2_1)xi:2 (5jl>x

i>0 i>0

Clen, kjer nastopa z'% pri f (x), dobimo tako, da  pomnozimo s ¢lenom pri i = 14
v gornji vsoti in 22® pomnozimo s ¢lenom pri i = 12 v gornji vsoti ter ju sestejemo.
Koeficient pri #'° je torej enak

14 12
(5 1_4 ) +2<5 _;2 ) = 11628 + 2 - 6188 = 24004.

Pri g(x) najprej razvijmo Stevec po binomskem izreku:

4
4 )
(1+20)'=Qz+1)" =) (_)(Qx)lz1+4-2x+6-4$2+4-8x3+16x4.
7

1=0

Clen, kjer nastopa z'® pri g(z), dobimo tako, da élen pri 2 v vrsti za (1 + 2z)*
pomnozimo s ¢lenom pri #1°7 v vrsti za (1 —2) % za i =0,...,4, ter jih sestejemo.
Koeficient pri !5 je torej enak

o+ 15 5+ 14 5+ 13 o+ 12 o5+ 11
4.9. 6-4- 4.8 16 - =
()2 (1) vors () o0 (1) 20 (111
20 19 18 17 16
= 8- 24 - 32 16 - = 582064.
(5) 5 (5) e () - (5) 220 (5)

2. Na voljo imamo sedem §tevk, od tega tri sode in Stiri lihe. Za 1-mestno stevilko
lahko uporabimo katerokoli od sedmih stevk, torej je a; = 7. Dvomestnih stevilk je
7-7=149, vendar je 9 = 3 - 3 taksnih, ki vsebujejo dve zaporedni sodi Stevki. Torej
je ap =49 — 9 = 40. Za izracun Stevila 3-mestnih stevilk lahko na primer Stevilke
razdelimo v dve mnozici: tiste pri katerih je na drugem mestu liha Stevka, in tiste,
pri katerih je na drugem mestu soda stevka. V prvem primeru je lahko na prvem ali
tretjem mestu katerakoli stevka, dobimo 7-4 -7 = 196 stevilk. V drugem primeru

morata biti na prvem in tretjem mestu lihi Stevki. Dobimo 4 -3 -4 = 48 stevilk.
Torej je ag = 196 4 48 = 244.

Pri n-mestnih stevilkah lo¢imo dve moznosti: zadnja Stevka je lahko liha ali pa
soda. V prvem primeru imamo a,,_1 -4 moznosti, saj lahko z liho §tevko nadaljujemo
katerokoli zaporedje dolzine n—1, v katerem ne nastopata dve zaporedni sodi stevki.
V drugem primeru mora biti predzadnja Stevka soda in ustreznih zaporedij je a,_s -
4 - 3. Zaporedje (a,) torej ustreza rekurzivni enacbi

an = 4a,-1 + 12a,,_9

z zacetnimi pogoji a; = 7 in ay = 40. Iz rekurzivne zveze lahko izracunamo tudi
ap = (CLQ — 4&1)/12 =1.
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Rekurzivno enacbo resimo po standardnem postopku. Karakteristicni polinom
enacbe K(z) = r? — 4z + 12 ima nicli z; = 6 in 75, = —2. Zato je sploSna resitev
homogene enacbe enaka

a, =A-6"+B-(=2)".

Konstanti A in B izracunamo iz zacetnih pogojev:

apg — A+le,
@ = A-6+B-(=2)=T1.

Dobimo A =9/8 in B = —1/8. Resitev gornje rekurzivne enacbe je torej enaka
9 1
W= 6 — = (=2)"
an =g g (=2

3. Mnozica vozlis¢ grafa Ggo je enaka mnozici deliteljev Stevila 60,
Mgy ={1,2,3,4,5,6,10,12, 15, 20, 30,60},
tocki x in y pa sta povezani, kadar obstaja prastevilo p, da velja x = py ali y = pz.

(a) Graf G je narisan na spodnji sliki.

(b) Tocke grafa Ggp lahko pravilno pobarvamo z dvema barvama, glej sliko spodaj
levo, zato je dvodelen in je x(Ggo) = 2.

(c) Graf Ggp ima Hamiltonov cikel, glej sliko na desni.

(d) Graf Gg je ravninski. Ce desno sliko spremenimo tako, da povezave (1 : 5),
(2 : 10), (4 : 20) in (12 : 60) nariSemo v zunanjosti Hamiltonovega cikla, se
povezave ne sekajo.

4. Recimo, da tak graf G' obstaja. Najprej razmislimo, koliko ima povezav in kaksne
so stopnje njegovih tock. Poln graf na osmih tockah ima 8-7/2 = 28 povezav. Graf,
ki je izmorfen svojemu komplementu, ima natanko polovico vseh moznih povezav.
Graf GG ima torej 14 povezav.

Ker ima natanko dve tocki stopnje 6, ima tudi natanko dve tocki stopnje ena, saj
velja degg(v) = 7 — degg(v). Po lemi o rokovanju je vsota stopenj tock enaka
dvakratnemu Stevilu povezav. Stopnje preostalih Stirih tock se torej sestejejo v 14.
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Imamo tri moznosti za stopnje (upostevamo, da imamo za vsako tocko stopnje k
tudi tocko stopnje 7—k): (4,4,3,3), (5,4,3,2) in (5,5,2,2). Drugi dve moznosti ne
prideta v postev, saj imamo premalo tock dovolj velikih stopenj, s katerimi bi lahko
povezali tocke stopenj 6 in 5.

Ostane torej ena sama moznost za stopnje tock, to je (6,6,4,4,3,3,1,1). Izkaze
se, da je tak graf do izomorfizma enoli¢no dolocen in je izomorfen svojemu komple-
mentu. Graf G in njegov komplement sta narisana na spodnji sliki. Izomorfizem
preslika istolezne tocke v istolezne tocke: 1 +— 3,2 +— 4, 3 — 2,4 +— 1,5 — T,
6 +— 5, 7+— 8in 8 — 6. Ocitno se tudi povezave preslikajo v povezave, saj sta grafa
enako narisana.

1. izpit, 1. februar 2013

1.

(a)

Za najmlajsega otroka lahko izberemo tri igrace izmed devetih, nato za drugega
otroka izberemo dve igraci izmed preostalih Sestih, za tretjega dve igraci izmed
preostalih §tirih, ¢etrti otrok pa dobi zadnji dve igraci. Igrace lahko razdelimo

med otroke na
9\ /6\ /4\ /2
—84-15-6-1 =
()G)(3) () —st 15010

Nalogo lahko resimo s pomocéjo porazdelitev: devet oznacenih elementov (igrac)
porazdelimo v §tiri oznacene celice (otroke) in celice ne smejo biti prazne. To

lahko naredimo na 4! 5(9,4) = 24 - 7770 = 186480 nacinov.

Nalogo resimo s pomocjo pravila vkljucitev in izkljucitev. Vseh moznih razdelitev
igrac¢ je 47 = 262144. Od stevila vseh razdelitev odstejemo Stevilo tistih, kjer
vsaj en otrok dobi najmanj pet igrac.

nacinov.

Definirajmo torej mnozico A;, i = 1,...,4, kot mnozico razdelitev, pri katerih
otrok ¢ dobi vsaj pet igra¢. Mo¢ mnozice A; izracunamo tako, da prestejemo
disjunktne moznosti, ko otrok ¢ dobi 5,6, 7,8 ali 9 igrac¢, ostali trije pa skupaj
4,3,2,1 oziroma 0 igrac. Velja torej

9 9 9 9 9
Al — a4 .23 .32 .31 .30 — 12826.
| A;] (5)3+(6)3+(7)3+(8>3+(9>3 826
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Ker ne moreta dva otroka hkrati dobiti vsaj pet igrac, je A;NA; =0 za i # j.
Skupaj je torej
262144 — 4 - 12826 = 210840

nacinov za razdelitev igrac.

2. Uporabimo Dirichletovo nacelo. Elementi so elementi mnozice S; imamo n + 1
elementov. Skatle so stevila 1, ..., n; imamo n Skatel. V katlo i damo elementa i in
2n+1—izai=1,...,n. Ker je skatel manj kot elementov, sta vsaj v eni skatli, na
primer skatli 7, vsaj dva elementa — dve razli¢ni stevili iz mnozice S. Njuna vsota
pajeenakai+ (2n+1—1i)=2n+1.

3. Na sahovnico velikosti 2 x 1 lahko postavimo samo eno ploscico velikosti 2 x 1. Ker
imamo Stiri moznosti za barvo ploscice, je a; = 4.

Na sahovnico velikosti 2 x 2 lahko postavimo samo eno ploséico velikosti 2 x 2 (na
5 nac¢inov, ker je pet barv) ali dve ploséici velikosti 2 x 1, ki lahko lezita vodoravno
ali navpicno; za vsako so spet §tiri moznosti. Velja torej ap =5+2-4-4 = 37.

Na sahovnico velikosti 2 x 3 lahko postavimo eno ve¢jo in eno manjso ploscico na
5-4-2 nacinov, saj je lahko manjsa plosc¢ica pred vecjo ali za vecjo ploscico. Postavimo
lahko tri manjse plos¢ice navpi¢no na 4-4-4 = 64 nacinov, ali dve plos¢ici vodoravno
in eno navpi¢no na 4 -4 -4 - 2 nacinov, saj je lahko navpiéno postavljena ploscica
pred ali za vodoravnima plos¢icama. Dobimo a3 = 40 + 3 - 64 = 232.

Pri sahovnicah velikosti 2 x n lo¢imo tri moznosti:

e na koncu je navpicna ploscica velikosti 2 X 1 (4a,_1 nac¢inov),
e na koncu sta dve vodoravni ploséici velikosti 2 x 1 (4 -4 - a,,_5 nacinov),

e na koncu je ena ploscica velikosti 2 x 2 (5a,_» na¢inov).
Zaporedje (a,) torej ustreza rekurzivni enacbi
ay, = 4a,_1 + 21la,_o

z zacetnimi pogoji a; = 4 in ay = 37.
Rekurzivno enacbo resimo po standardnem postopku. Karakteristicni polinom
enacbe K(r) = 2* — 4x + 21 ima nicli z; = 7 in 2o = —3. Zato je sploSna reSitev
homogene enacbe enaka

apb=A-T"+B-(=3)".
Konstanti A in B izracunamo iz zacetnih pogojev:

ag = A-T+B-(-3)=4,
ay = A-T"+B-(-3)*=3T.

Dobimo A = 7/10 in B = 3/10. Resitev gornje rekurzivne enacbe je torej enaka

7 n 3 n
71_0,7 +1—O-(—3) :

an
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4. (a) Povezan graf je Eulerjev natanko tedaj, ko imajo vse njegove tocke sodo stop-
njo. Stopnje tock v grafu K,,, so enake m ali n. Da bo graf K, , Eulerjev,
morata biti m in n oba sodi Stevili.

(b) Ce jen > 3 (in zato tudi m > 3), graf K,,, vsebuje kot podgraf graf Ks3 in
zato ni ravninski. Zan = 1 alin = 2 pa je K, ,, ravninski, saj takSen graf lahko
nariSemo v ravnino tako, da se njegove povezave ne sekajo, glej sliko spodaj.

K K

1,m 2,m

(c¢) Graf K,,, je Hamiltonov natanko tedaj, ko velja n = m > 2. V tem primeru
enostavno najdemo Hamiltonov cikel. Uporabimo lahko tudi Diracov izrek, saj
je minimalna stopnja enaka polovici Stevila vozlisc.

Graf K5 pa ni Hamiltonov in dvodelen graf, pri katerem mnozici v dvodelnem
razbitju nimata iste moci, tudi ne more biti Hamiltonov.

2. izpit, 14. februar 2013

1. Student lahko resi tiri, pet ali Sest izmed prvih Sestih nalog.

Izpit lahko torej opravi na

()00 0+ DO 0+ (0)-»

2. (a) Uporabimo porazdelitve: 24 neoznacenih elementov damo v 10 oznacenih celic,
celice ne smejo biti prazne. To lahko storimo na

24 -1 23
= = 8171
(021) = (5) =sma0

(b) Od stevila vseh moznosti odstejemo Stevilo tistih, pri katerih Janezek da vsaj
5 EUR. Teh moznosti je

20—-1 19
= = 92378.
(Goo1) = () —omrs

Sklepamo takole. Janezek takoj da 4 EUR, potem pa je treba placati se 20
EUR. Dobimo torej 817190 — 92378 = 724812 moznosti.

nacinov.
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(c) Nalogo resimo s pomocjo pravila vkljucitev in izkljucitev. Definiramo mnozice
A; kot mnozice placil, kjer otrok 7 da vsaj 5 EUR. Kot v tocki (b) izra¢unamo
|A;| = 92378. Definiramo Se mnozice B; kot mnozice placil, kjer odrasli 7 da
vsaj 8 EUR. Podobno kot prej izracunamo

|B;| = =1 (9 2,
10 -1 6

Imamo tri vrste presekov dveh mnozic:

16 —1 15
— |ANA;| = (10 B 1) = (9> = 5005 za i # j. Najprej dva otroka placata

vsak po 4 EUR, nato je treba zbrati se 16 EUR, od vsakega od desetih
ljudi vsaj po 1 EUR.
10-1
— |B;,NB,| =
|B:n B (10 —1
7 EUR, nato je treba pobrati Se od vsakega od desetih ljudi po 1 EUR.

> = 1za 1 # j. Najprej dva odrasla placata vsak po

10 -1 9
in en otrok placa 4 EUR, nato je treba zbrati se 13 EUR, od vsakega od
desetih ljudi vsaj po 1 EUR.

Samo ene vrste presek treh mnozic je neprazen:

12 -1 11
ANANA = = =
nanac= (7 1) = () =5

kjer so i, 7,k razlicni. Ostali preseki so prazni. Po pravilu vkljucitev in
izkljucitev dobimo

13—-1 12
— |4, N Bj| = ( ) = ( ) = 220. Najprej en odrasel placa 7 EUR

23 4 6 4
< 9 > —4‘A1|—6|Bl|—|— <2> ’A10A2|—|— <2) |B1QBQ|+4-6-‘A1ﬂBl|— (3) |A10A20A3‘

nacinov za izplacilo 24 EUR. To je 414143 nacinov.

3. Oznacimo z A(z) rodovno funkcijo zaporedja (a,). Iz rekurzivne enatbe dobimo
rodovno funkcijo na naslednji nac¢in: rekurzivno ena¢bo pomnozimo z z" in ses-
tavimo formalne vsote ¢lenov za n > 1. Dobimo

Z a, " — 32 Q12" =5- Z 3ntign,

n>1 n>1 n>1

Prva vsota je enaka A(x) — ag, druga vsota je enaka zA(x), tretja vsota pa je enaka
92 /(1 — 3z). Dobimo linerno enacbo za A(x)

45z 39z + 2
+2=

A(z)(1 — 32) = 2
(@)1 =37) =2+ - 1— 3z
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in izrazimo A(z) = (392 +2)/(1 — 3x)%. S pomocjo binomskega izreka za negativne
eksponente zapisemo A(z) v obliki formalne potenéne vrste

Aw) = (395+2)Y (“” - 1) (32)"

n
n>0

= (392+2))  (n+1)(3z)"

n>0

= 392 (n+1)(Bx)"+2)  (n+1)(3z)".

n>0 n>0
Koeficient pri 2" je enak n-39-3" "'+ (n+1)-2-3". Od tod dobimo a,, = (15n+2)-3".
4. Grafa G in G imata skupaj (g) = 15 povezav.

(a) Poskrbimo, da bosta grafa G in | G oba imela trikotnik in tako ne bosta dvodelna.
Primera taksnih grafov GG in G sta na spodnji sliki.

(b) Pokazimo, da tak graf ne obstaja. Naj bo G dvodelen graf in A, B C V(G)
dvodelno razbitje grafa (torej velja AUB = V(G), ANB = () in vsaka povezava
grafa GG ima eno krajise v A in drugo v B). Vsaj ena od mnozic A, B vsebuje
vsaj tri vozliséa. Med temi vozlis¢i v G ni povezav, zato pa so v komplementu
vsa povezana med sabo in G vsebuje trikotnik. Torej G ni dvodelen.

(c) Za G vzamemo ravninski graf s ¢im ve¢ povezavami. Za G bo potem ostalo
malo povezav in bo tudi ravninski. Primera taksnih grafov G in G sta na
spodnji sliki.

(d) Tak graf G ne obstaja. Graf z najmanjsim Stevilom povezav, ki ni ravninski,

vsebuje 9 povezav; to je Kz3. Grafa G in G imata skupaj le 15 povezav,
potrebovali pa bi vsaj 18 povezav.

(e) Tak graf obstaja. Za G lahko vzamemo pot na Sestih vozliscih. Ni se tezko
prepricati, da je tudi G' povezan.
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3. izpit, 27. avgust 2013

1. Podgrafi grafa Ky, izomorfni ciklom, imajo lahko 3,4,5 ali 6 tock. Cikel dolzine k v
K najdemo takole: izberemo k vozlis¢ izmed 6, nato pa dolo¢imo vrstni red vozlisc
na (k — 1)!/2 nacinov, saj smer obhoda v ciklu ni pomembna. Vseh ciklov v Ky je
torej

(g)'<3_21)!+(z61>'(4_21)!+(§>'(5_21)!+<2)'<6_21)!:197'

2. Nalogo resimo s pomocjo pravila vkljucitev in izkljucitev. Definirajmo tri mnozice:

e mnozico A, ki vsebuje vse nize dolzine 5, ki ne vsebujejo “A”,

e mnozico O, ki vsebuje vse nize dolzine 5, ki ne vsebujejo “O”,

e mnozico R, ki vsebuje vse nize dolzine 5, ki ne vsebujejo “R”.
[§¢emo mo¢ mnozice (A U O U R)®. Velja |A| = |O| = |R| = 24°, to so tevila vseh
nizov dolzine 5 iz 24 ¢rk. Preseki vsebujejo vse nize dolzine 5 iz 23 ¢rk oziroma 22

crk, zato je [ANO|=|ANR| = |0ONR| =23 in |[ANON R| = 22°. Vseh nizov, ki
ne vsebujejo ¢rk A, O, R je torej

25° — 3245 + 3235 — 225 = 33150.

3. Imamo en niz dolzine 1 (0), dva niza dolzine 2 (00 in 01) in pet nizov dolzine 3 (000,
001, 010, 011 in 111), zato je a; = 1, ay = 2 in a3 = 5.

Niz dolzine n > 3 se lahko konc¢a na enega od stirih nacinov:

e 7 0; taksnih nizov je a,_1,

e 7 01; taksnih nizov je a,_s,

e 7 011; taksnih nizov je a,_3 ali
e 7 111; taksnih nizov je a,_s.

Ker vsak niz, sestavljen iz 0, 01, 011 in 111, lahko sestavimo na en sam nagcin,
zaporedje (a,) ustreza rekurzivni enacbi

Up = Gp-1+ Gp2 + 2053

z zaCetnimi pogoji a; = 1 in ay = 2 in az = 5. Iz rekurzivne zveze lahko izracunamo
tudi ag = (a3 —as —ay)/2 = 1.
Rekurzivno enacbo resimo po standardnem postopku. Karakteristicni polinom
enacbe K (2) = 2% —2%—2—2 = (22 +2+1)(z—2) ima nicle ; = 2, 25 = (—1+i/3)/2
in 13 = (—1 —4v/3)/2. V polarnem zapisu je x5 = cos(27/3) +i - sin(27/3). Zato je
splosna resitev homogene enacbe enaka

2nm

2
an:A-2”+Bcos%+CsinT.
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Konstante A, B, C izraCunamo iz zacetnih pogojev:

apg = A+B:1,
ap = 24— B/2+CV3/2=1,
as = 4A—BJ2—CV3/2=2.

Dobimo A = 3/7, B =4/7in C = 2v/3/7. Resitev gornje rekurzivne enacbe je torej
enaka

3 4 2 2v/3 2
an:?-Qn—i—?COS Zﬁ—i— \7/_sin gﬂ.

4. (a) Graf je ravninski, saj ga v ravnino lahko narisemo tako, da se njegove povezave
ne sekajo, glej spodnjo sliko.

(b) Ker graf G vsebuje cikel dolzine 3, je njegova barvnost vsaj 3. Graf lahko

pobarvamo s tremi barvami, glej spodnjo sliko, zato je njegova barvnost enaka
3.

(c) Grafa G in G nista izomorfna. Ni se tezko prepricati, da graf G vsebuje podgraf
K4 (vzamemo vsako drugo vozlisée), ki pa ga G ne vsebuje.

1. kolokvij, 27. november 2013

1. Vsoto 51 iz Sestih destiskih stevk lahko sestavimo na tri nacine:
51 =3-9+3.-8=4-9+8+7=5-9+6.

Ustrezne Sestmestne Stevilke dobimo tako, da izberemo mesta najprej za Stevke
8,7,6, na ostala mesta pa damo stevko 9. Taksnih stevilk je torej

6
<3>+6-5+6:20+30+6:56.

2. (a) Nalogo resimo s pomocjo porazdelitev. Elementi so knjige, skatle pa studenti.
Imamo 13 elementov, ki jih razlikujemo, in 3 skatle, ki jih razlikujemo in morajo
biti neprazne. Knjige lahko torej razdelimo med Studente na 3!5(13,3) =
6 - 261625 = 1569750 nacinov.
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(b) Nalogo resimo s pomocjo pravila vkljucitev in izkljucitev. Od rezultata iz tocke
(a) odstejemo Stevilo nacinov, pri katerih kak student dobi samo eno knjigo.
Definirajmo torej mnozico A;, ¢ = 1,2, 3, kot mnozico razdelitev, pri katerih
Student ¢ dobi natanko eno knjigo. Velja

|A;] = 13-215(12,2) = 113 - 2- 2047 = 53222.

Sklepamo takole: studentu 7 izberemo eno knjigo, nato pa preostalih dvanajst
knjig delimo med dva Studenta. Ce dva Studenta dobita vsak po eno knjigo,
tretji Student dobi vse preostale knjige. Zato za ¢ # j velja

|A; N A =13-12 = 156.

Razdeliti moramo vse knjige, zato je A; N Ay N Az = (). Po pravilu vkljucitev
in izkljucitev je Stevilo razdelitev knjig enako

1569750 — 3 - 53222 + 3 - 156 = 1410552.

Nalogo lahko resimo tudi tako, da od stevila vseh moznih razdelitev odstejemo
Stevilo tistih, pri katerih kak student dobi ni¢ knjig ali eno knjigo. Definirajmo
torej mnozico B;, 1 = 1,2, 3, kot mnozico razdelitev, pri katerih student ¢ dobi
manj kot dve knjigi. Velja

|B;| = 2" + 13 - 2% = 61440.

Ce dva studenta dobita vsak manj kot dve knjigi, se to lahko zgodi na &tiri
nacine: oba dobita ni¢ knjig, prvi dobi eno knjigo in drugi dobi ni¢ knjig, drugi
dobi eno knjigo in prvi dobi ni¢ knjig ter oba dobita vsak po eno knjigo. Vse
preostale knjige dobi tretji student. Torej za i # j velja

|B;NB; =1+13+13+13-12 = 183.

Razdeliti moramo vse knjige, zato je BiN BN Bz = (). Vseh razdelitev 13 knjig
med tri studente je 3'3. Po pravilu vkljucitev in izkljucitev je Stevilo razdelitev
knjig enako

3% — 361440 + 3 - 183 = 1410552.

3. Oznacimo $tiri mesta s ¢rkami A, B, C, D. Potovanje ustreza zaporedju dolzine 20,
v katerem se vsaka od ¢rk A, B,C, D pojavi po petkrat (isti kraj lahko trgovski
potnik obisce dvakrat zapored).

(a) Resitev je 20!/(5!-5!-5!-5!).
(b) Na stiri nacine se lahko odlo¢imo, katero mesto bo na zacetku in koncu. Za

ostalih 18 obiskov spet ni omejitev. Imamo 4 - 18!/(3!- 5! - 5! - 5!) nacinov.

(c) Mesti A, B stejemo za eno enoto; imamo samo tri znake, vsak se pojavi po
petkrat. Pri vsakem od petih obiskov se moramo odlociti, ali najprej obis¢emo
A ali najprej obis¢emo B; vsaki¢ imamo dve moznosti. Vseh moznosti je torej

15!

5
5!.51.5!'2'
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4. Elementi so elementi mnozice A; imamo n + 1 elementov. Skatle so tevila 1, ..., n;
imamo n skatel. V skatlo ¢ damo elemente i,n +iin 2n+1izai=1,...,n. Ker je
skatel manj kot elementov, sta vsaj v eni skatli, na primer skatli ¢, vsaj dva elementa,
dve razlicni stevili iz mnozice A. To pa pomeni, da se razlikujeta za n ali za 2n —
torej najmanj za n in najvec za 2n.

2. kolokvij, 21. januar 2014

1. (a) Oznacimo z A(z) rodovno funkcijo zaporedja (a,) in z A;(z) rodovno funkcijo
za Stevilo razdelitev vsaj dveh bonbonov otroku i, kjer je ¢ € {1,2,3,4,5}.
Enemu otroku lahko damo n > 2 bonbonov na en sam nacin, zato je

2
Aim) =2+ 23 a2t +... =

11—z
in
A(z) = Ai(x) - Ag(x) - As(x) - Ay(z) - As() = A—aF
(b) Uporabimo binomski izrek za negativne eksponente:
S5+n—1
Ar) =21 —2)° =2 ( )x".

Koeficient pred z" je za n > 10 enak
5+(n—-10)—-1\ (n—-6\ (n—6
n—10 S \n—-10/ \ 4 )

. — 0 ;o on < 10,
") >0

Zato je

24
(c) Tako je asy = (4) = 10626.

2. Izra¢unajmo prvih nekaj ¢lenov zaporedja (a,):
ap =1
a; = 2
as=2-24+2=6  (dve ploscici 1 x 1 ali ena ploscica 1 x 2)
as =24+2-2-24+3=19  (tri ploscice 1 x 1,
ali ena ploséica 1 x 2 in ena ploscica 1 X 2 in obratno

ali ena ploscica 1 x 3).

Pokrivanje sahovnice lahko zaklju¢imo na naslednje nacine:
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e 7 eno ploscico velikosti 1 x 1 (dveh barv),
e 7 eno ploscico velikosti 1 x 2 (dveh barv),

e 7 eno ploscico velikosti 1 x 3 (treh barv).

V prvem primeru najprej na vse mozne nacine pokrijemo Sahovnico velikosti 1 x
(n—1), kar lahko storimo na a,,_; nac¢inov, v drugem primeru najprej na vse mozne
nacine pokrijemo sahovnico velikosti 1 x (n — 2), kar lahko storimo na a,,_ na¢inov
in v tretjem primeru pa najprej na vse mozne nacine pokrijemo Sahovnico velikosti
1 x (n — 3), kar lahko storimo na a,,_3 nacinov. Velja torej

Ap = 2Qp_1 + 20p_9 + 3a5_3.

Rekurzivno enacbo resimo po standardnem postopku. Karakteristicni polinom
enacbe K (z) = 2% — 222 — 22 —3 = (z—3) (2 4+ x+1) ima nicle z; = 3, 1o = (—1+
iv/3)/2 in x5 = (—1 —iv/3)/2. V polarnem zapisu je xy = cos(27/3) + i - sin(27/3).
Zato je splosna resitev homogene enacbe enaka

2 2
an:A-3n—}—BCOS%+CSiD%.

Konstante A, B, C izracunamo iz zacetnih pogojev:

apg = A+B:1,
ap = 3A—B/2+CV3/2=1,
ay = 9A—B/2—-CV3/2=2.

Dobimo A = 9/13, B = 4/13 in C = 2/3/39. Resitev gornje rekurzivne enacbe je
torej enaka
9 4 ont  2V/3 . 2nmw

N
1377 T3y T g

. Prvi graf je Hamiltonov, saj ima Hamiltonov cikel, glej spodnjo sliko, na kateri
so povezave iz Hamiltonovega cikla odebeljene. Graf je ravninski, saj ga lahko v
ravnino nariSemo tako, da se njegove povezave ne sekajo, glej sliko spodaj. Ker
vsebuje trikotnik, potrebujemo vsaj tri barve. Na spodnji sliki so vozlisca grafa
pobarvana s tremi barvami. Torej je njegova barvnost enaka 3.

Qn

Drugi graf je tudi Hamiltonov, na spodnji sliki so povezave iz Hamiltonovega cikla
odebeljene. Graf ni ravninski, ker vsebuje subdivizijo grafa K33, glej sliko spodaj.
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4.

Graf je dvodelen, zato je njegova barvnost enaka 2. Grafa nista izomorfna, saj imata
razli¢ne lastnosti. Na primer, prvi je ravninski, drugi pa ne.

(a)

Povezan graf na 7 vozlis¢ih mora imeti vsaj 6 povezav; temu pogoju zadoscajo
vsa drevesa. Po posledici Eulerjeve formule ima lahko najve¢ 3 -7 — 6 = 15
povezav. Tudi taksen graf obstaja (¢e ga nariSemo v ravnino, so vsa njegova
lica trikotniki).

Graf, ki ni ravninski, vsebuje subdivizijo grafov K33 ali K5. Graf K33 ima
najmanj povezav med vsemi neravninskimi grafi, to je 9. Da dobimo povezan
neravninski graf s 7 vozlis¢i, mu moramo dodati Se eno vozlis¢e in povezavo in
dobimo povezan neravninski graf z 10 povezavami. Najmanjse mozno Stevilo
povezav za ta primer je torej 10. Najvecje mozno sStevilo povezav za graf na 7

vozlis¢ih pa je (;) = 21, kolikor jih ima poln graf K.

Lema o rokovanju nam pove, da je v tem primeru Stevilo povezav vsaj 3 - 7/2.
Ker je stevilo povezav celo, mora imeti povezan ravninski graf z minimalno
stopnjo 3 vsaj 11 povezav. Najve¢ pa ima lahko 15 povezav, tako kot v tocki
(a). Da taksni grafi res obstajajo, se prepricamo tako, da jih konstruiramo.

1. izpit, 7. februar 2014

1.

(a)
(b)

()

()

Za vsakega prijatelja lahko izberemo razglednico na 10 nacinov. Skupaj je
potem 10° nacinov za posiljanje razglednic petim prijateljem.

Ce zelimo poslati razliéne razglednice, imamo za prvega prijatelja na voljo 10
razglednic, za drugega 9, za tretjega 8, za Cetrtega 7 in za petega 6 razglednic.
Torej lahko posljemo razglednice na 10-9-8-7 -6 = 30240 nacinov.

10
Za vsakega prijatelja lahko izberemo dve razglednici na (2> = 45 nacinov.
Skupaj je potem 45° = 184528125 nacinov.

Za vsakega prijatelja lahko izberemo med 1 in 10 razglednic na 2'° — 1 na¢inov
- toliko je vseh nepraznih podmnozic mnozice z 10 elementi. Skupaj je potem
(219 — 1)> = 1023° nacinov.

2. Naloge se lotimo s pomocjo pravila vkljucitev in izklju¢itev. Oznac¢imo z

A mnozico besed, pri katerih je “A” na 1. in 2. mestu, z
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B mnozico besed, pri katerih je “b” na 3. mestu in s

C' mnozico besed, pri katerih je “C” na 4. in 5. mestu.

[§¢emo |[A°NBCNCY| = |U|—|AUBUC]|, kjer je U mnoZica vseh besed. Izracunajmo

7!

Ul = 335 = 210.
4= o =10,

Bl = g = 60,

O] = gy = 30,
\AmB;:%:zL,
\Amcy:%:&
\Bmcy:%u:w,
\AmBmcy:%:z

Pri tem smo upostevali, da sta pri nizih iz mnozice A dve mesti ze dolo¢eni (na
prvem in drugem mestu je znak “A”, dolociti je treba Se znake na petih mestih), pri
nizih iz mnozice B je eno mesto ze doloceno (na tretjem mestu je znak “B”, dolociti
je treba Se znake na Sestih mestih), pri nizih iz mnozice C' dve mesti ze doloceni
(na ¢etrtem in petem mestu je znak “C”, dolociti je treba Se znake na petih mestih)
in tako naprej. Po pravilu vkljuc¢itev in izkljucitev dobimo, da je stevilo razli¢nih
nizov enako
210 — (10 +60+30 —4 —3 — 12+ 2) = 127.

. Zapisimo A(z) kot vsoto formalnih poten¢nih vrst. Pri tem uporabimo binomski
izrek za negativne eksponente:

1 Lo 1
- — e — :L‘ - — e —
—3 1-21/3 8 (1—z/2)3

R (R () )

n>0 n>0

A(z) = (z—3)

Prvi ¢len zaporedja izracunamo posebej, ag = 1. Za n > 1 pa imamo

ap, = —(g)n+(§)nl_é(n;1) G)nl
) (e )
- 3 (%) ~nfn+ 1) (;)
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Torej je

1/2\° 1\’ 7117
=~ (Z2) —6-7(2) == .
6 3(3) (2) 186624

4. Oznacimo vozlisca grafa C), po vrsti s stevili od 1 do n.

(a)
(b)

()

()

Stopnje vozlis¢ v ciklu €}, so 2. Torej so stopnje vozlisc v C, enaken—1—2=
n — 3. Po lemi o rokovanju je stevilo povezav grafa C,, enako n - (n — 3)/2.

Graf je Eulerjev, ce je povezan in so stopnje vseh njegovih vozlis¢ sode. V
nasem primeru se to zgodi, ¢e je n lih (potem je n — 3 sod) in je n > 3, saj C3
ni povezan.

Za n = 3,4 je C, dvodelen. Graf C5 je cikel dolzine 5, zato ni dvodelen. Za

n > 6 graf C, vsebuje trikotnik (vozliséa 1,3,5 so povezana med seboj), zato
ni dvodelen.

Za n = 3,4,5,6 grafa C,, ni tezko narisati tako, da se njegove povezave ne
sekajo. Graf C7 vsebuje subdivizijo grafa K33 z vozlisci 1,2,3,5,7. Zan > 8
graf C,, vsebuje podgraf K33 z vozliséi 1,2,3,5,6,7.

2. izpit, 14. februar 2014

1.

(a)

Loc¢imo dve moznosti. Najprej za prvo mesto izberimo eno stevko izmed 1, 3, 5.
To lahko storimo na 3 nacine. Za zadnje mesto izbiramo izmed S§tirih Stevk.
Preostalih 8 stevk razporedimo na mesta v sredini na 8! nacinov. Ce za prvo
mesto izberemo Stevko 7 ali 9, nam zadnje mesto nam ostane 5 moznosti.
Preostalih 8 stevk razporedimo na mesta v sredini na 8! nac¢inov. Skupaj je
3-4-8!4+2-5-8'= 887040 permutacij, ki zados¢ajo pogojem naloge.

Spet locimo dve moznosti, glede na to, ali je Stevka 9 na prvem mestu ali ne. V
prvem primeru preostale Stevke razporedimo na 9! na¢inov. V drugem primeru
imamo za prvo mesto 8 moznosti, saj na prvo mesto ne smemo postaviti stevk 0
in 9. Za zadnje mesto imamo Se 8 moznosti, saj tja ne smemo postaviti Stevke,
ki je na prvem mestu, in Stevke 9. Preostale stevke razporedimo na sredinska
mesta na 8! nacinov. Skupaj imamo torej 9! + 8 - 8 - 8! = 2943369 ustreznih
permutacij.

Stiri vrste sokov izmed sedmih izberemo na (Z) nacinov. Vsakemu od desetih gos-
tov priredimo eno od stirih vrst sokov na 4! 5(10,4) nac¢inov: Stejemo surjektivne
funkcije, ki slikajo iz mnozice z desetimi elementi v mnozico s Stirimi elementi.
Skupaj je torej (Z) -415(10,4) = 28648200 nacinov za razdelitev sokov gostom.

Pri izracunu prvih ¢élenov zaporedja (a,) upostevamo, da prazna mnozica ustreza
pogojem naloge, za 1 < n < 4 samo Se podmnozice moci ena ustrezajo pogojem
naloge, za n > 5 pa tudi nekatere podmnozice moci dva ustrezajo pogojem naloge.
Sele pri n > 9 imamo podmnozice moéi tri in ve¢. Dobimo ag = 1, a3 = 2, ay = 3,
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a3 =4, a4 =5, a5 = 7, ag = 10, a; = 14. Podmnozice mnozice {1,...,n} lahko ne
vsebujejo n; taksnih je a,_1. Ce pa vsebujejo n, ne vsebujejo n — 1,n — 2 in n — 3,
zato jih je samo a,_4. Podmnozic mnozice {1,...,n}, pri katerih se poljubna dva
elementa razlikujeta vsaj za 4, je zato a,_1 + a,_4. Rekurzivna zveza se torej glasi

Qp = Qp—1 + Qp—g.

Oznacimo z A(z) rodovno funkcijo zaporedja (a,). Iz rekurzivne enacbe dobimo
rodovno funkcijo na naslednji nacin: rekurzivno enacbo pomnozimo z z" in ses-
tavimo formalne vsote ¢lenov za n > 4. Dobimo

E a,r" = g 12" + g ppa "

n>4 n>4 n>4

Prva vsota je enaka A(x) — (ag + a1z + asz? + azz?), druga vsota je enaka x(A(x) —
(ap+ a1+ asx?)), tretja vsota pa je enaka z*A(x). Dobimo linerno enacbo za A(z),
ki se glasi A(z)(1 — 2z —2%) =1+ 2 + 22 + 23 in izrazimo

1+x+ 2%+ 23
Az) = P
Graf GG je Hamiltonov, saj ima Hamiltonov cikel, na primer 1,2,3,4,5,10,8,7,9,6, 1.
Graf G ni ravninski, ker vsebuje subdivizijo grafa K3 3; za ¢rna vozlisca lahko vza-
memo vozlisca 5, 6, 7, za bela vozlisca pa vozlisca 1,9, 10. Barvnost grafa G je enaka
tri. Potrebujemo najmanj tri barve, ker graf vsebuje cikle lihe dolzine, eden od
njih je na primer cikel dolzine pet 1,2,3,4,5,1. Grafa ni tezko pobarvati s tremi
barvami, zato je njegova barvnost enaka tri.

Graf H je Hamiltonov, saj ima Hamiltonov cikel, na primer 1, 5,4, 3,2,6,10,9,8,7, 1.
Graf H ni ravninski, ker vsebuje subdivizijo grafa K 3; za ¢rna vozlisca lahko vza-
memo vozlisca 2, 7, 10, za bela vozlisca pa vozlisca 1,6,9. Barvnost grafa H je enaka
tri. Potrebujemo najmanj tri barve, ker graf vsebuje cikle lihe dolzine, eden od njih
je na primer cikel dolzine pet 1, 2, 3,4, 5, 1. Grafa ni tezko pobarvati s tremi barvami,
zato je njegova barvnost enaka tri.

Grafa G in H nista izomorfna, saj ima prvi dva cikla dolzine $tiri (1,5,10,6,1 in
2,3,8,7,2) drugi pa tri cikle dolzine stiri (1,2,6,7,1 in 3,4,9,8,3 in 4,5, 10,9, 4).

izpit, 26. avgust 2014

. Postavimo v vrsto najprej 3 rdece kroglice in za njimi Se 4 modre kroglice. Sedaj

lahko postavimo zelene kroglice na 8 razlicnih mest - pred prvo rdeco kroglico, za
zadnjo rdeco kroglico in med poljubni dve kroglici vmes. Ve¢ zelenih kroglic lahko
postavimo tudi na isto mesto. Pet mest za zelene kroglice lahko torej izberemo na

1
<8+§ ):792
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nacinov. Ce kroglic iste barve ne lo¢imo, jih lahko torej razvrstimo na 792 nacinov.
Ce kroglice med sabo razlikujemo, je potrebno to stevilo pomnoziti Se z vsemi vrst-
nimi redi rdec¢ih, modrih in zelenih kroglic. Imamo torej

792 - 3!-4!- 5! = 13685760
ustreznih razvrstitev.
2. Nalogo bomo resili s pomocjo nacela vkljucitev in izkljucitev.

(a) Oznacimo z A;, i € {1,2,3,4}, mnozico izborov osmih kart, pri katerih barva
i ni zastopana. I§¢emo |AT N AS N AT N AT| = |U| — |A; U Ay U A3 U Ay, kjer
je U mnozica vseh izborov osmih kart. Izracunamo

52
U| = (8> — 752538150,

39
1A4,] = (8 ) — 61523748,
26
AN Ayl = (8> = 1562275, i J,
1
|A; N A; N A, = (83> = 1287, 1,74,k razliéni.

Presek vseh stirih mnozic je prazen. Ce so zastopane vse barve, imamo

52 4\ /39 4\ /26 4\ /13
— — = 515811
(2)-0)(0)+()(F) - ()(5) =smsaeo
nacinov za izbor osmih kart.

(b) Sklepamo podobno kot prej, le da najprej izberemo tri barve izmed stirih in
nato izbiramo izmed 39 kart teh barv. Dobimo

4 39 3\ /26 3\ /13
— =22 1
nacinov za izbor osmih kart natanko treh barv.

3. Oznacimo z a, Stevilo razdelitev n piskotov med tri Studente in tri Studentke, pri
katerih vsak student dobi med 3 in 10 pisSkotov, vsaka studentka pa med 5 in 12
piskotov. Oznacimo z A(z) rodovno funkcijo zaporedja (a,). Rodovna funkcija za
delitev piskotov samo enemu Studentu je enaka 23+ - - -+ 219, saj so samo koeficienti
pri 3, 2%, ..., 2% nenicelni. Podobno je rodovna funkcija za delitev piskotov samo
eni Studentki enaka z° + --- + x'%2. Rodovna funkcija A(z) je produkt rodovnih
funkcij za posamezne Studente in studentke. Dobimo

6_ aa(l—2%)°
(1—a2)s

Zanima nas, koliko je agy. Direktno ali s pomocjo binomskega izreka za negativne
eksponente izracunamo azy = 2877.

A([L’) — ($3+-~-+$10)3($5+'--+1’12)3:$24(1—|—$+£L'2+"'+377)
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4. Graf G je Hamiltonov, saj ima Hamiltonov cikel, na primer 1,5,4,3,2,6,7,8, 1.
Graf GG je ravninski - ni ga tezko narisati v ravnino tako, da se njegove povezave
ne sekajo. Barvnost grafa G je enaka tri. Potrebujemo najmanj tri barve, ker graf
vsebuje trikotnike, eden od njih je na primer 1,5, 6. Grafa ni tezko pobarvati s tremi
barvami, zato je njegova barvnost enaka tri.

Graf H je Hamiltonov, saj ima Hamiltonov cikel, na primer 1,2,4,5,6,7,3,8,1.
Graf H je ravninski - ni ga tezko narisati v ravnino tako, da se njegove povezave
ne sekajo. Barvnost grafa GG je enaka stiri. To pokazemo takole. Recimo, da bi
bila njegova barvnost enaka tri. Potem pobarvamo trikotnika 1,2,3 in 1,2, 8 s tremi
barvami v bistvu na en sam nacin, ker imata skupno stranico. Pri tem imata vozlisci
2 in 3 isto barvo. V trikotniku 5,6,7 ima lahko le vozlisce 6 isto barvo kot 2 in 3.
Tudi vozlisce 4 je vsebovano v trikotniku skupaj z vozlis¢ema 5 in 7, torej mora biti
iste barve kot 6 in zato tudi iste barve kot 2. Vendar pa je sosednje z vozlis¢em 2
in zato rabimo ¢etrto barvo. Grafa H sedaj ni tezko pobarvati s Stirimi barvami in
zato je njegova barvnost enaka Stiri.

Grafa G in H nista izomorfna, saj ima prvi barvnost tri, drugi pa Stiri.
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